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Mỗi bài học trong sách To: thường có các phần như sau: 


Gợi mở, kết nối người học vào chủ đề bài học. 
Hoạt động khởi động 


Gợi ý để người học tìm ra kiến thức mới. 
Hoạt động khám phá 


Nội dung kiến thức cần lĩnh hội. 


Kiến thức trọng tâm 


le Các bài tập cơ bản theo yêu cầu cần đạt. 
Thực hành 


Ấc. 


Vận dụng 


Ứng dụng kiến thức để giải quyết vấn đề. 


Hãy bảo quản, giữ gìn sách giáo khoa để dành tặng các em học sinh lớp saul 


`.e re ExÀA 
Lợi nói đau 
Các bạn học sinh, quý thầy, cô giáo thân mến! 


Sách Toán 10 thuộc bộ sách giáo khoa Chân trời sáng tạo được biên soạn theo Chương trình 
giáo dục phố thông năm 2018 của Bộ Giáo dục và Đào tạo. 


Cấu trúc sách Toán 10 được chia thành hai tập. 

Tập hai bao gồm ba phân: 

Đại số và Một số yếu tố Giải tích gồm hai chương: Bất phương trình bậc hai một ẩn; 
Đại số tổ hợp. 

Hình học và Đo lường gồm một chương: Phương pháp toạ độ trong mặt phẳng. 

Thống kê và Xác suất gồm một chương: Xác suất. 

Đầu mỗi chương đều có nêu rõ các kiến thức cơ bản sẽ học và các yêu cầu cần đạt của 
chương. Các bài học đều xây dựng theo tinh thần định hướng phát triển năng lực và thường 
được thống nhất theo các bước: &hởi động. khám phá, thực hành, vận dụng. Sách sẽ tạo nên 


một môi trường học tập và giảng dạy tương tác tích cực nhằm đảm bảo tính dễ dạy, đễ học 
đồng thời hỗ trợ các phương pháp giảng dạy hiệu quả. 

Nội dung sách thê hiện tính tích hợp, găn bó môn Toán với các môn học khác. Những hoạt 
động trải nghiệm được tăng cường giúp người học có thêm cơ hội vận dụng Toán học vào 
thực tiễn, đồng thời ứng dụng công nghệ thông tin vào việc học Toán. 

Chúng tôi tin tưởng răng với cách biên soạn này, sách giáo khoa Toán 10 sẽ hỗ trợ tích cực 
và hiệu quả quý thây, cô giáo trong quá trình dạy học, đồng thời giúp các bạn học sinh hứng 
thú hơn khi học tập bộ môn Toán. 


Rất mong nhận được sự góp ý của quý thầy, cô giáo và các bạn học sinh đề sách được ngày 
càng hoàn thiện hơn. 
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nị ĐRI SỐ VÀ MỘT SỐ YẾU TỔ 
”Í GIẢI TÍCH 


Chương UII [B.ATIPHUONGETRÌNHIBAG]HAAITMIO/IVAN 


Trong khoa học công nghệ và thực tế cuộc sống, con người rất thường gặp các bài toán trong đó cần sử dụng mô hình 
hàm số bậc hai. Trong chương III, ta đã học về hàm số bậc hai và đồ thị của chúng. Trong chương này, ta sẽ giải bất 
phương trình bậc hai một ẩn, một số phương trình quy về phương trình bậc hai, đồng thời vận dụng được bất phương 
trình bậc hai một ẩn để giải quyết một số bài toán thực tiễn. 


Cá heo ở trên không trong thời gian bao lâu? 


Học xong chương này, bạn có thể: 


- Nhận biết được tam thức bậc hai. Giải thích được định lí về dấu của tam thức bậc 
hai từ việc quan sát đồ thị của hàm số bậc hai. 

- Giải được bất phương trình bậc hai. 

- Giải được một số dạng phương trình chứa căn thức và quy về được phương trình 
bậc hai. 

- Vận dụng được bất phương trình bậc hai một ẩn vào giải quyết bài toán thực tiễn. 


Bài 1. Dấu của tam thức bâc hai 


Từ lhoá: Tam thức bậc hai; Dấu của tam thức bậc hai; Nghiệm của tam thức bậc hai; 
Biệt thức của tam thức bậc hai. 


®) Cầu vòm được thiết kế với thanh vòm hình parabol và mặt cầu đi ở giữa. Trong hệ trục 
toạ độ 0xy như hình vẽ, phương trình của vòm cầu là y = h(x) = —0,006x? + 1,2x - 30. 
Với giá trị h(x) như thế nào thì tại vị trí x (0 <x < 200), vòm cầu: cao hơn mặt cầu, thấp 
hơn mặt câu? 


y= h(w) = -0,006” + 1,2x — 30 


1. Tam thức bậc hai 
@ Đồ thị của hàm số y= ƒ{x) =-x? +x + 3 được biêu diễn 
e t š 
rong Hình I. 
a) Biểu thức ƒ(x) là đa thức bậc mấy? 
b) Xác định dấu của ƒ(2). 


Hình 1 


- ¬ 
có ` 


Lá ˆ ° #2 ' ` , ˆ ¿4 ` ` S r4 /A 
* Đa thức bậc hai ƒ{x) = axˆ + bx + c với a, b, c là các hệ sô, a # 0 và x là biên sô được 
gọi là £qm thức bậc hai. 


Cho tam thức bậc hai ƒ(x) = ax” + bx + e (a # 0). Khi thay x băng giá trị xạ vào ƒ{x), ta được 
ƒ(x,) = đXạ + bx¿ + c, gọi là giá trị của tam thức bậc hai tại xụ. 

° Nếu ƒ(x,) > 0 thì ta nói ƒ(x) dương tại xạ; 

‹ Nếu ƒ (xạ) < 0 thì ta nói ƒ(x) âm tại xạ; 


- Nếu ƒ{x) dương (âm) tại mọi điểm x thuộc một khoảng hoặc một đoạn thì ta nói ƒ(x) dương 
(âm) trên khoảng hoặc đoạn đó. 


8 


` 


7. 


Ví dụ T 


Biểu thức nào sau đây là tam thức bậc hai? Nếu là tam thức bậc hai, hãy xét dấu của nó 


tại x = 2. 
13 
1ƒ )=-Ý tt: b) ø(x) =-3x + S 
Giải 
a) Biểu thức ƒ{x) =-x? + x + 3 là một tam thức bậc hai. 


ƒ(2)=-2*?+2+3= 1> 0 nên ƒ(z) dương tại x = 2. 


13 
b) Biêu thức ø(x) =—3x + 5 không phải là một tam thức bậc hai. 


nó tại x = Ì. 


a)ƒf(x) = 2x +x— l; b) ø(x) =—x + 2x2+ l; e) ñ(x) =—xX + 


ˆ# Cho tam thức bậc hai ƒ(x) = ax + bx + e (a# 0). Khi đó: 


° Nghiệm của phương trình bậc hai ax” + bx + e = 0 là nghiệm của ƒ(x). 


Biểu thức nào sau đây là tam thức bậc hai? Nếu là tam thức bậc hai, hãy xét dấu của 


⁄¿ 
» Biểu thức A = ð—4ac và A'= B —ac lần lượt là biệt thức và biệt thức thu gọn của ƒ(). 


Ví dụ 2 

Tìm biệt thức và nghiệm của các tam thức bậc hai sau: 

a) ƒ(x) =x?+2x—4; b) ø(x) = 2x? +x + l; e) Ñ@) =~xẺ +x~ 7. 
Giải 


a) Tam thức bậc hai ƒ(x) = x? + 2x— 4 có A=2?—4.1.(-4) = 20. 
Do đó, ƒ(x) có hai nghiệm phân biệt là 
Xi —= 


b) Tam thức bậc hai ø(x) = 2x” + x + l có A= l1?—4.2.1=-—7. 
Vì A < 0 nên g(x) vô nghiệm. 


c) Tam thức bậc hai h(x) =—x” + x— : có A=lÝ-4.(-]). [-z) =0. 


Do đó, ñ(x) có nghiệm kép là x = ¬ 


Đ Tìm biệt thức và nghiệm của các tam thức bậc hai sau: 
a)ƒ(x) = 2x`— 5x + 2; b) g(x) =—x” + 6x— 9; c) ñ(x) = 


na JZmm. ." == 1... 


2. Định lí về dấu của tam thức bậc hai 


®) Quan sát đồ thị của các hàm số bậc hai trong các hình dưới đây. Trong mỗi trường hợp, 
hãy cho biết: 
— Các nghiệm (nếu có) và dấu của biệt thức A. 


— Các khoảng giá trị của x mà trên đó ƒ(x) cùng dâu với hệ sô của +. 


y=ƒŒ) =-# + 2x—2 y=ƒf(œ)=-x†+2x-l  y=ƒ(x)=-x+2x+3 


RE 
B8 10|25280r |3) .ESE 


y =ƒfx) =x” + 6x + 10 y=ƒ() =x” + 6x+9 y=fŒœ)=x?+6x+8 


v?ø¿ 
uÑ 
P¬xỐ 


Cho tam thức bậc hai ƒ(x) = ax” + bx + e (a# 0). 
e® Nếu A <0 thì ƒ(+) cùng dấu với a với mọi giá trị x. 
b 
se Nếu A=0vàxạ= "ẽ là nghiệm kép của ƒ(x) thì ƒ(x) cùng dấu với a với mọi x khác xụ. 


e® Nếu A >0 và *x,, x; là hai nghiệm của ƒ(+) (x,< z;) thì ƒ(x) trái dấu với a với mọi x trong 
khoảng (x;; x,); ƒ(x) cùng dấu với a với mọi x thuộc hai khoảng (—œ; x,), (x;„; +®). 


Chú ý: 

a) Đề xét dấu tam thức bậc hai ƒ(x) = #2 + bx + e (a # 0), ta thực hiện các bước sau: 
Bước 1: Tính và xác định dâu của biệt thức A; 

Bước 2: Xác định nghiệm của ƒ{z) (nếu có); 

Bước 3: Xác định dẫu của hệ số a; 

Bước 4: Xác định dẫu của ƒ(r). 

b) Khi xét dấu của tam thức bậc hai, ta có thể dùng biệt thức thu gọn A' thay cho 
biệt thức A. 


Ví dụ 3 
Xét dấu của các tam thức bậc hai sau: 
a) f(x) =-x + 3x + 10; b) ƒ(x) = 4x + 4x + l; c)ƒ(x) =2x`— 2x + . 


Giải 


a)ƒ(x) =—x +3x + 10 có A=49 >0, hai nghiệm phân biệt là x, =—2, x, = 5 và a=—] <0. 


Ta có bảng xét dâu /(x) như sau: 


Vậy ƒ(x) dương trong khoảng (—2; Š5) và âm trong hai khoảng (—œ; —2) và (5; +œ). 
b) ƒ(x) = 4x + 4x + I có A =0, nghiệm kép là y= : và a=4>0. 

Vậy ƒ(x) dương với mọi x # 5 : 

c)ƒ{zx) = 2x — 2x + 1 có A=—4< 0 và a= 2 >0. Vậy ƒ(x) đương với mọi x e ÌR. 


9 Xét dấu của các tam thức bậc hai sau: 
S\/D) =2 <1:—7: b) ø(x) =-x + 2x - 3. 


Xét dấu tam thức bậc hai h(x) = ~0,006x? + 1,2x — 30 trong bài toán khởi động và cho biết 
ở khoảng cách nảo tính từ đâu câu Ó thì vòm câu: cao hơn mặt câu, thâp hơn mặt câu. 


| BÀITẬP TẬP 
1. Đa thức nào sau đây là tam thức bậc hai? 
a) 4x + 3x + l; b)x +3x — l; c) 2x + 4x - l. 


2. Xác định giá trỊ của 7n đề các đa thức sau là tam thức bậc hai. 
a) (m + 1)x`+ 2x +m; b) mx` + 2xẴ— x + m; c)—5xˆ + 2xT— m + l. 


3. Dựa vào đồ thị của các hàm số bậc hai sau đây, hãy lập bảng xét dấu của tam thức bậc hai 
tương ứng. 


E 
_ == “` “= 
`"N. - 6:2= 


ƒ() =-0.,5x” + 3x— 6 øŒ) =-x ~0,5x+3 h(@x)=x°+2Al2x+2 
4. Xét dấu của các tam thức bậc hai sau đây: 
a) ƒ(x)= 2x + 4x +2; b)/{z) =-3x + 2x +21; c)ƒ(x)=-2x`+x— 2; 


d)/(x) =-4x(x+3)—9; e)ƒ/(x)=(2x+ 5)(x-3). 


y=h(x) 
e s S 


5. Độ cao (tính bằng mét) của một quả bóng so với vành rỗ 
khi bóng di chuyển được x mét theo phương ngang được 
mô phỏng bằng hàm số #(x) =—0,1x? + x— 1. Trong các 
khoảng nào của x thì bóng nằm: cao hơn vành rô, thấp 
hơn vành rõ và ngang vành rô? Làm tròn các kết quả đến 
hàng phần mười. Hình 2 

6. Một khung dây thép hình chữ nhật có chiều đài 20 cm và chiều rộng lŠ cm được uốn lại 
thành khung hình chữ nhật mới có kích thước (20 + x) em và (15 — x) em. Với x năm trong 
các khoảng nảo thì diện tích của khung sau khi uốn: tăng lên, không thay đôi, giảm đi? 

7. Chứng minh rằng với mọi số thực 7n ta luôn có 97w” + 27m > -3. 

8. Tìm giá trị của mm đề: 


a) 2x” + 3x + m + l >0 với mọi x e R; b) mx” + 5x — 3 < 0 với mọi x e R. 


ài 2. Giải bất phương trình 
bậc hai một ân 
Từ ldìoá: Bất phương trình bậc hai một ẩn; Nghiệm của bất phương trình bậc hai một ẩn. 


Với giá trị nào của x thì tam thức bậc hai f{x) = 2x” — 5x + 3 
mang dấu dương? 


Trong chương II, ta đã biết đến bất phương trình và biết cách giải bất phương trình bậc nhất 
hai ân. Trong bài này, chúng ta cùng tìm hiểu bất phương trình bậc hai một ẩn. 


/® Lợi nhuận (7) thu được trong một ngày từ việc kinh 
doanh một loại gạo của cửa hàng phụ thuộc vào 
giá bán (x) của một kilôgam loại gạo đó theo công 
thức 7 = -3x” + 200x - 2325, với 7 và x được tính 
băng nghìn đồng. Giá trị x như thế nào thì cửa hàng 
có lãi từ loại gạo đó? : 

`#À- Hình 1 


Bắt phương trình bậc hai một ấn x là bất phương trình có một trong các dạng 
ax + bx+c<0, ax +bx+c<0, ax +bx+c>0, a+bx+c>0, 


với a #0. 


Nghiệm của bắt phương trình bậc hai là các giá trị của biến x mà khi thay vào bất phương 
trình ta được bât đăng thức đúng. 
Ví dụ 1 
Các bất phương trình nào sau đây là bất phương trình bậc hai một ấn? Nếu là bất phương 
trình bậc hai một ân, x = Ï và x = 2 có là nghiệm của bât phương trình đó hay không? 
a)xˆ+x—3>0; DĐ) NT TA le 
Giải 
a)x?+x— 3 >0 là một bất phương trình bậc hai một ần. 
Vì 1?+ 1— 3=-—1 <0 nên x = I không phải là nghiệm của bất phương trình trên. 
Vì 2? + 2— 3 =3 > 0 nên x = 2 là một nghiệm của bất phương trình trên. 
b) 3x° + x?— 1 <0 không phải là một bất phương trình bậc hai một ấn. 
© Các bất phương trình nào sau đây là bất phương trình bậc hai một ân? Nếu là bất phương 
Ì trình bậc hai một ân, x = 2 có là nghiệm của bất phương trình đó hay không? 
a)x`+x—6<0; b)x+2>0; c) 6x — 7x + 5 >0. 


Giải bắt phương trình bậc hai là tìm tập hợp các nghiệm của bất phương trình đó. 


Ta có thể giải bất phương trình bậc hai bằng cách xét dấu của tam thức bậc hai tương ứng. 


" 


Ví dụ 2 
Giải bất phương trình bậc hai 6x” + 7x — 5 > 0. 


Giới 


5 l 
Tam thức bậc hai ƒ(x) = 6x? + 7x - 5 có hai nghiệm phân biệt là x, = = Và x; = P 


¬. . ` | 
a =6 >0 nên ƒ(x) dương với mọi x thuộc hai khoảng [— 3} [2=] 
^ˆ^ F4 ` , ^ˆ °® A ` 5 l 
Vậy bât phương trình 6x? + 7x - 5 > 0 có tập nghiệm là | —œ; 3 (7 PT +øœ |. 


Lưu ý: Có thê sử dụng đồ thị hàm số ƒ(x) = 6x? + 7x — 5 
(Hình 2) để giải bất phương trình ƒ{x) > 0. 


Ví du 3 ƒœ)=6`+7x— 5 
Giải bất phương trình bậc hai -xŸ + 4x — 5 > 0. Hình 2 
Giải 

Tam thức bậc hai ƒ(x) =-x +4x— 5 có A^'=—l<0;a=—l<0 nên ƒ(x) < 0 với mọi x e ÏR. 
Vậy bất phương trình —xŸ + 4x — 5 > 0 vô nghiệm. 

Lưu ý: Trong trường hợp này, đồ thị hàm số ƒ(x) =—x” + 4x— 5 
(Hình 3) nằm hoàn toàn phía dưới trục hoành nên bất phương 
trình - + 4x— 5 > 0 vô nghiệm. 


Đ Giải các bất phương trình bậc hai sau: 


a) 15x + 7x—2<0; b)—2x” +x— 3 <0. 
Hãy giải bất phương trình lập được trong bo và tìm T8 ta 
giá bán gạo sao cho cửa hàng có lãi. Hình 3 


| BÀITẬP TẬP 


1. Dựa vào đồ thị của hàm số bậc hai tương ứng, hãy xác định tập nghiệm của các bất phương 
trình bậc hai sau đây: 


a)x + 2,5x— 1,5 <0 b)=t£ =8Rx=1l6«<0 


Sú 
-4 
0Q x 
ƒf(œ) =3 +2,5x— |) f()=-x-§x-— l6 
c)~2x” + 11x — 12 > 0 4) 2x 0+2x+1<0 


ƒf(x)=-2# + 11x — 12 /@)=2x'+2x+l 


2. Giải các bât phương trình bậc hai sau: 
a) 2x — 15x +28 >0; b) -2x” + 19x + 255 > 0; 

c) 12x” < 12x 8; (1X l1 Í=S5x cai 

3. Kim muốn trồng một vườn hoa trên mảnh đất hình chữ nhật và làm hàng rào bao quanh. 
Kim chỉ có đủ vật liệu để làm 30 m hàng rào nhưng muốn diện tích vườn hoa ít nhất là 
50 m?. Hỏi chiều rộng của vườn hoa năm trong khoảng nào? 

4. Một quả bóng được ném thắng lên từ độ cao 1,6 m so với mặt đất với vận tốc 10 m/s. Độ cao của 
bóng so với mặt đất (tính bằng mét) sau / giây được cho bởi hàm số #()=—4.,9/ + 10/+ 1,6. Hỏi: 
a) Bóng có thể cao trên 7 m không? 

b) Bóng ở độ cao trên 5 m trong khoảng thời gian bao lâu? Làm tròn kết quả đến hàng 
phân trăm. 

5. Mặt cắt ngang của mặt đường thường có dạng hình parabol để nước mưa dễ dàng thoát 
sang hai bên. Mặt cắt ngang của một con đường được mô tả bằng hàm số y = -0,006xŸ” với 
gốc toạ độ đặt tại tim đường và đơn vị đo là mét như trong Hình 4. Với chiều rộng của đường 
như thế nào thì tim đường cao hơn lề đường không quá 15 em? 

y(m) 


y =-0,006x7 


lề đường 


Hnh4 8 


lề đường 


Bạn có biết? 
Sử dụng máy tính cầm tay tìm nghiệm của bất phương trình bậc hai một ấn 


Có nhiều loại máy tính cầm tay có thể giúp tìm nghiệm của bất phương trình bậc hai một ân 
một cách tiện lợi và nhanh chóng. 


Chăng hạn, ta có thê thực hiện trên một loại máy tính cầm tay như sau: 


Sau khi mở máy, ấn phím {MEN} để màn hình hiện lên gm k 
bảng lựa chọn. H4 sẻ ma 16 § g = n 


Co Hi 
Ấn các phím CY () ®) đề di chuyền đến mục Inequality ER 
(bât đăng thức). " tr 


: Inequality 


Ấn phím [E] để chọn mục Inequality, sau đó ấn tiếp Polynomial 
phím (2) để chọn bất phương trình bậc hai. JBETee? 


Select 2~4 


Ấn phím (1). (2). (3) hoặc (4) để chọn dạng của bất 1 :ax2+bx+c>0 : 


phương trình. 2:axZ+bx+tc<0 
3:ax®+bx+cz>D0 
4:ax®+bx+cs<0 
Ví dụ 


Dùng máy tính cầm tay để giải bất phương trình 2x” + x— 3 < 0. 


Sau khi thực hiện các bước như ở trên, ta ấn liên tiếp 
các phím sau đây để nhập hệ số của bất phương trình: 


(2)(E)L)(E)E=f53)=) 


Ấn tiếp phím [E] để được kết quả như hình bên. 


Vậy bất phương trình đã cho có tập nghiệm là [-ễ: ) 
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Bài 3. Phương trình quy về 
phương trình bậc hai 


Từ lhoá: Phương trình bậc hai; Phương trình chứa căn thức. 


Trong hình bên, các tam giác vuông được xếp với 
nhau để tạo thành một đường tương tự đường xoắn 


ốc. Với x bằng bao nhiêu thì Ø4 0c ? 


Giải phương trình 


VX -=I MS x?+1 
2 


1. Phương trình dạng +/jaxˆ + bx +c =dx? + ex +f 
® Lời giải cho phương trình 4—2x”-2x+11 ==x—x” +3 như sau đúng hay sai? 
V-2x?—2x+11=v_x?+3 


-2⁄—-2x+1l=-# +3 (bình phương cả hai về đề làm mất dấu căn) 
x+2x-§=0 (chuyển về, rút gọn) 
x= 2 hoặc x = -4. (giải phương trình bậc hai) 


Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm là 2 và —4. 


® s. 
Đề giải phương trình Aax” +ðx+c = 2|dx” +ex+ ƒ', ta làm như sau: 
Bước 1: Bình phương hai về của phương trình để được phương trình ax? + bx +é= đỞ + ex+ƒ 
Bước 2: Giải phương trình nhận được ở Bước l. 
Bước 3: Thử lại các giá trị x tìm được ở Bước 2 có thoả mãn phương trình đã cho hay 
không và kết luận nghiệm. 
Ví dụ 1 
Giải phương trình 42xˆ—-6x—8§ =X\xˆ—5x—2. 
Giải 
Bình phương hai về của phương trình đã cho, ta được: 
2x⁄*—6x—8=x?—5x— 2 
+ *—x-6=0 


x=—2 hoặc x = 3. 


Thay lần lượt các giá trị trên vào phương trình đã cho, ta thấy chỉ có x =—2 thoả mãn. 


Vậy nghiệm của phương trình đã cho là x =—2. 


Đ Giải phương trình A/31x?~5§xz+1 =xj10x?—11x—19. 


2. Phương trình dạng +/ax2 +bx +c = dx+e 


/®) Lời giải cho phương trình 4—x” + x+l =x như sau đúng hay sai? 


N-x+x+l=x 
z 2 Ẫ , si 9 ` ..x v 
—Y +x+l]Ì=x (bình phương cả hai về đê làm mát dáu căn) 


-2x+x+l1=0 (chuyển về, rút gọn) 


` l 
x= ]l hoặc x= = . (giải phương trình bậc hai) 


Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm là l và = 


Để giải phương trình Aax”+bx+€ = đx + e, ta làm như sau: 

Bước 1: Bình phương hai về của phương trình để được phương trình ax? + bx + é= (đv + e)?. 
Bước 2: Giải phương trình nhận được ở Bước Ì. 

Bước 3: Thử lại các giá trị x tìm được ở Bước 2 có thoả mãn phương trình đã cho hay 
không và kêt luận nghiệm. 


Ví dụ 2 
Giải phương trình 43x” +5x—13 =x+1. 
Giải 
Bình phương hai về của phương trình đã cho, ta được: 
3x +S5x— 13 =(x+ 1l} 
3xˆ¿+Š5x—l13=x+2x+l 
2x/+3x— l4=0 
7 
Xx=—_— hoặc x = 2. 
2 
Thay lần lượt các giá trị trên vào phương trình đã cho, ta thấy chỉ có x = 2 thoả mãn. 
Vậy nghiệm của phương trình đã cho là x = 2. 


Đ Giải phương trình 43x“ +27x—41 =2x+3. 


Cho các tam giác 24 và OðC lần lượt vuông tại 44 và 
B như Hình 1. Các cạnh 4ð và 8C bằng nhau và ngắn 
hơn Óð là 1 em. Hãy biểu diễn độ dài ÓC và Ø4 qua 
OB, từ đó xác định Óð đề: 


5 
a) OC =304; b) QC = F† QOB. 


Hình 1 


BÀI TẬP 


1. Giải các phương trình sau: 


a) NIlx”—14x—12 =x3x”+4x-— 7 ; b) Jx“+x—42 =42x-30; 
c) 2\@x7—x—-l=xxˆ+2x+5; đ) 34x”+x—1—N 7x” +2x—5 =0. 


2. Giải các phương trình sau: 


a) Jx +3x+l=3; b) Xxˆ-x-4=x+2; 
c) 2+x4I2-2x=x; đ) 42x ˆ-3x—10 =-—5. 


3. Cho tam giác 48C vuông tại 4 có 4B ngắn hơn 4C là 2 em. 
a) Biểu diễn độ dài cạnh huyền BC theo 48. 


b) Biết chu vi của tam giác 4BC là 24 cm. Tìm độ dài ba cạnh của tam giác đó. 


4. Một con tàu biên Ä⁄ rời cảng Ó và chuyền động M 
thăng theo phương tạo với bờ biển một góc 

60°. Trên bờ biển có hai đài quan sát 4 và Ö 

năm về hai phía so với cảng Ó và lần lượt cách 

cảng @ khoảng cách l km và 2 km (Hình 2). 

a) Đặt độ dài của Ä⁄Ó là x km. Biểu diễn 

khoảng cách từ tàu đến 4 và từ tàu đến Ö ¿` 

theo x. Hình 2 


b) Tìm x để khoảng cách từ tàu đến 8 bằng : khoảng cách từ tàu đến 4. 
c) Tìm x để khoảng cách từ tàu đến Ö nhỏ hơn khoảng cách từ tàu đến Ó đúng 500 m. 


Lưu ý: Làm tròn kết quả đến hàng phần trăm. 


BÀI TẬP CUỐI CHƯƠNG VII 


1. Xét dấu của các tam thức bậc hai sau: Š. Một tam giác vuông có một cạnh góc vuông 

a) ƒ(w) = 62 + 4lx + 44; ngắn hơn cạnh huyền 8 em. Tính độ dài của 
: : cạnh huyền, biết chu vi tam giác bằng 30 cm. 
b) ø(x) =_—3x“ +x— Ï; 


c) ñ(x) = 9x + 12x + 4. 6. Một quả bóng được bắn thăng lên từ độ cao 


2 m với tốc độ ban đâu là 30 m/s. Khoảng cách 


2. Giải các bất phương trình sau: của bóng so với mặt đất sau ứ giây được cho bởi 
a) 7x” — 19x — 6 > 0; hàm số 
b)~6x? + Ilx > 10; h() =—4,9/ˆ + 30 + 2 
c) 3xX—4x+7>xŸ+2x + l; với j() tính bằng đơn vị mét. Hỏi quả bóng 
đ) x— 10x +25 <0. nằm ở độ cao trên 40 m trong thời gian bao 


"7 1... la lâu? Làm tròn kết quả đến hàng phần mười. 
3. Dựa vào đô thị của hàm sô bậc hai được q 6P 


cho, hãy giải các bất phương trình sau: 7. Một chú cá heo nhảy lên khỏi mặt nước. 
Độ cao / (mét) của cá heo so với mặt nước 
sau £ giây được cho bởi hàm sô 

h{†) = -4.9: + 9,6t. 
Tính khoảng thời gian cá heo ở trên không. 


a)x`—0,5x—5 <0 


§. Lợi nhuận một tháng /ø(x) của một 
f()=x)—0,5x— 5 quán ăn phụ thuộc vào giá trung bình 
í x của các món ăn theo công thức 
b) -2x +x—I>0 p() = -3032 + 2 100x — 15000, với đơn vị 
tính băng nghìn đồng. Nếu muốn lợi nhuận 
không dưới 15 triệu đồng một tháng thì giá 
bán trung bình của các món ăn cần nằm trong 
khoảng nào? 


ƒf(x)=-2x#` +x— I 9. Quỹ đạo của một quả bóng được mô tả bằng 


hàm sô 
4. Giải các phương trình sau: y=ƒ(w) =-0.,03x + 0,4x + 1,5 
a) Jxˆ—7x =v-9x°—8x+3; với y (tính bằng mét) là độ cao của quả 
I2 pEP-x?xixtIeD: bóng so với mặt đất khi độ dịch chuyên theo 
phương ngang của bóng là x (tính băng mét). 
Ị 2 = : + 2 
©) 4x tx-l=z+l; Đê quả bóng có thê ném được qua lưới cao 
đ) V2xˆ—10x—29 =vx—8. 2 m, người ném phải đứng cách lưới bao xa? 


Làm tròn kêt quả đên hàng phân mười. 


Chương Vvinl' Đại HỢP 


Trong chương này, chúng ta sẽ tìm hiểu về hai quy tắc đếm, các khái niệm hoán vị, chỉnh hợp, tổ hợp và vận dụng 
chúng để giải các bài toán đếm rất phong phú trong thực tiễn. Chúng ta cũng làm quen với khai triển nhị thức Newton. 


ENTER PASSWORD 


Tại sao nên chọn mật khẩu nhiều kí tự? 


đọ Học xong chương này, bạn có thể: 


- Vận dụng được quy tắc cộng, quy tắc nhân trong một số tình huống đơn giản. 

- Vận dụng sơ đồ hình cây, các khái niệm hoán vị, chỉnh hợp, tổ hợp để giải các bài toán 
đếm trong những tình huống khác nhau. 

- Sử dụng máy tính cầm tay để tính số hoán vị, chỉnh hợp, tổ hợp. 

- Khai triển nhị thức Newton (a + b)" với số mũ n < 5. 


Bài 1. Quy tắc công và quy tắc nhân 


Từ lkhoá: Quy tắc cộng; Quy tắc nhân. 


®) Một công ty dự kiến tạo các mã số nhân viên, 
mỗi mã số có ba kí tự gồm một chữ cái tiếng 
Anh viết hoa đứng trước hai chữ số. Tuy nhiên, 
họ đang băn khoăn rằng số mã số như vậy có 
đủ để cấp cho mỗi nhân viên của họ một mã số 
riêng hay không. Họ cần làm gì để biết được 


điều đó? 
1. Quy tũc cộng KEMQUE |Í KEM ỐC QUẾ 
® Trong một cửa hàng, bán kem có 5 loại kem que | „„„ ` " / / 
và 4 loại kem ốc quế như Hình 1. Có bao nhiêu Vani Dâu 
cách chọn mua một loại kem que hoặc kem ô ốc 
quê ở cửa hàng này? 


Cốm Khoai môn 


Hình 1 
Trong hoạt động trên, có thê coi việc chọn mua một loại kem là một công việc có hai phương 
án thực hiện. Phương án thứ nhất là chọn kem que, có 5Š cách thực hiện. Phương án thứ hai 
là chọn kem ốc quê, có 4 cách thực hiện. Số cách chọn là tông số cách thực hiện của cả hai 
phương án này. 
Tổng quát, ta có quy tặc sau đây: 


Quy tắc cộng 


Giả sử một công việc có thê được thực hiện theo phương án 4 hoặc 8. Phương án 41 có 
m cách thực hiện, phương án Ö có ø cách thực hiện không trùng với bất kì cách nào của 
phương án 4. Khi đó, công việc có thể thực hiện theo ø + ø cách. 


Ví dụ 1 
Lớp 10A có 36 học sinh, lớp 10B có 40 học sinh. Có bao nhiêu cách cử một học sinh của 
lớp 10A hoặc của lớp 10B tham gia một công việc tình nguyện sắp diễn ra? 
Giải 
Công việc cử một học sinh có hai phương án thực hiện: 


Phương án I: Cử một học sinh của lớp 10A, có 36 cách thực hiện. 


Phương án 2: Cử một học sinh của lớp 10B, có 40 cách thực hiện. 
Ta thấy mỗi cách thực hiện của phương án này không trùng với bất kì cách nào của 
phương án kia. Do đó, theo quy tắc cộng, có 36 + 40 = 76 cách cử một học sinh thuộc 
một trong hai lớp tham gia công việc tình nguyện. 

Mở rộng hơn, trong ví dụ sau đây, ta xét công việc có ba phương án thực hiện. 
Ví dụ 2 
Mỗi ngày có 6 chuyến xe khách, 3 chuyến tàu hoả và 4 chuyền máy bay từ thành phố 44 
đến thành phố Ö. Mỗi ngày có bao nhiêu cách chọn chuyên di chuyên từ thành phố 4 
đên thành phô Öð băng một trong ba loại phương tiện trên? 

Giải 


Việc di chuyên từ 4 đến Ö có ba phương án thực hiện. 


§ vã khách 
Phương án I: DI chuyên băng xe khách, có 6 cách đgôn ki 


chọn chuyền. 
Phương án 2: Di chuyển băng tàu hoả, có 3 cách 
chọn chuyên. 
Phương án 3: Di chuyển bằng máy bay, có 4 cách 
chọn chuyên. 
Áp dụng quy tắc cộng, ta có số cách chọn chuyến để 
di chuyên từ 44 đên Ø là 
6+3+4-= I3 (cách). 
Đ Hà có 5 cuốn sách khoa học, 4 cuốn tiểu thuyết và 3 cuốn truyện tranh (các sách 


khác nhau từng đôi một). Hà đông ý cho Nam mượn một cuôn sách trong sô đó đê 
đọc. Nam có bao nhiêu cách chọn một cuôn sách đê mượn? 


2. Quy tắc nhân 


/®) An có 3 chiêc áo và 4 chiêc quân thê thao. An 
muôn chọn một bộ quân áo trong sô đó đê mặc 
chơi thê thao cuôi tuân này. 


a) Vẽ vào vở và hoàn thành sơ đồ hình cây 
như Hình 4 đê thê hiện tât cả các khả năng mà 
An có thê lựa chọn một bộ quân áo. 


Áo Quần Áo quần 


b) An có bao nhiêu cách lựa chọn bộ quân áo? l ni 
Hãy giải thích. A ke _ 
d Ad 
B <: 
C.. 


Hình 4 


` 
- 


Công việc chọn quần áo của bạn An ở trên có thê coi gồm hai công đoạn: 

° Công đoạn thứ nhất: Chọn một chiếc áo từ 3 chiếc áo. Có 3 cách thực hiện công đoạn này. 

s Công đoạn thứ hai: Ứng với mỗi cách chọn một chiếc áo, có 4 cách chọn một chiếc quân. 
Từ sơ đồ hình cây ta thây số cách thực hiện công việc của bạn An là tích của số cách thực 
hiện hai công đoạn trên. 

Tổng quát, ta có quy tắc sau: 

Quy tắc nhân 


` 


* Giả sử một công việc được chia thành hai công đoạn. Công đoạn thứ nhất có mm cách 


thực hiện và ứng với môi cách đó có ø cách thực hiện công đoạn thứ hai. Khi đó, công 
việc có thê thực hiện theo z.ø cách. 


Ví dụ 3 
Có ba thị trân 4, 8, C. Có 5 con đường để đi từ 44 đến Ö; có 3 con đường đề đi từ 8 đến C. 
Có bao nhiêu cách chọn một con đường đề đi từ 4, qua 8 rôi đến C? 


Hình 5 


Giải 
Việc đi từ 4, qua Ö rồi đến C gồm 2 công đoạn: 
Công đoạn thứ nhất: Đi từ 4 đến B, có 5 cách chọn đường đi. 
Công đoạn thứ hai: Ứng với mỗi cách chọn đường đi từ 4 đến Ö, có 3 cách chọn đường 
đi từ Ö tới C. 
Theo quy tắc nhân, có 5. 3 = 15 cách chọn đường để đi từ 4, qua Ö rồi đến C. 


Mở rộng hơn, trong ví dụ sau đây, ta xét công việc được chia thành ba công đoạn. 


Ví dụ 4 
Một đồng xu có hai mặt sắp và ngửa (kí hiệu Š$ và N). Tung 
đông xu ba lân liên tiêp và ghi lại kêt quả. Tìm sô kêt quả 
có thể xảy ra, theo hai cách sau đây: 
a) Vẽ sơ đô hình cây. Mặt sốn Mặt ngửa 
b) Sử dụng quy tắc nhân. Hình 6 

Giải 


a) Vẽ sơ đồ hình cây như Hình 7. 


Từ sơ đồ này, ta thấy có § kết quả có thể xảy ra. 


b) Có thể coi việc tung đồng xu ba lần liên tiếp LầnI Lần2 Lần3 Kết quả 


là một công việc gồm ba công đoạn, mỗi công ` S SSS 
đoạn tương ứng với một lần tung đồng xu. Mỗi <= N SSN 
lần tung có hai kết quả, là ŠS hoặc . Do đó, theo Š 


` <<“ 5 SNS 


quy tăc nhân, sô kêt quả của việc tung đông xu 
ba lân liên tiệp là: 


2.2.2 =8 (kết quả). 
xé 


Các phân tử RNA (acid ribonueleic) là một thành phân của tế bào 
sinh vật, có chức năng truyền đạt thông tin di truyền và những 


Ví dụ 5 


chức năng quan trọng khác. Mỗi phân tử RNA là một dãy các 
phân tử nucleotide thuộc một trong bốn loại là A (adenine), 
C (cytosine), G (guanine) và U (uracil). Hình 8 là hình ảnh 
mô phỏng một đoạn phân tử RNA. Số lượng và sự sắp xếp 
khác nhau của các phân tử nucleotide A, C, G hay U tạo nên các 
đoạn phân tử RNA khác nhau. Có nhiều nhất bao nhiêu đoạn 
phân tử RNA khác nhau cùng có 3 phân tử nucleotide? 


Giải Hình 8 


Có thể coi việc tạo nên một đoạn phân tử RNA có 3 phân tử nucleotide là một công việc gồm 
3 công đoạn, mỗi công đoạn ứng với việc chọn một trong bốn loại nucleotide A, C, G hoặc 
U cho mỗi vị trí (thứ nhất, thứ hai, thứ ba) của đoạn. Như vậy, mỗi công đoạn có 4 cách thực 
hiện. Theo quy tắc nhân, 3 công đoạn có số cách thực hiện là: 

4.4.4=4'. 
Vậy có nhiều nhất 4Ì đoạn phân tử RNA khác nhau cùng có 3 phân tử nucleotide. 


Ví dụ 6 
Từ năm chữ số 0, 1, 2, 3, 4, có thê lập được bao nhiêu 
a) số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác nhau? 
b) số tự nhiên chẵn có ba chữ số đôi một khác nhau? 
Giải 
Kí hiệu số cần lập là abc, với a, b, c là ba chữ số đôi một khác nhau từ các chữ số 
đã cho. 
a) Có 4 cách lựa chọn chữ số z từ bốn chữ số khác 0 đã cho. 
Ứng với mỗi cách chọn đó, có 4 cách chọn chữ số ð từ bốn chữ số còn lại. 


Ứng với mỗi cách chọn đó, có 3 cách chọn chữ sô c từ ba chữ sô còn lại. 


Từ đó, áp dụng quy tắc nhân, có 4. 4. 3 = 48 số tự nhiên có ba chữ số đôi một khác 

nhau lập được từ các chữ số đã cho. 

b) Đề số abc là số chẵn, chữ số c phải là chữ số chẵn. Ta xét hai trường hợp sau đây. 

® 7Trường hợp ÏI: c = 0. Khi đó, có 4 cách chọn chữ số ø từ bốn chữ số còn lại, và ứng 
với mỗi cách chọn đó, có 3 cách chọn chữ số ð từ ba chữ số còn lại. Do đó, theo quy 
tắc nhân, trường hợp này có 4. 3 = 12 số thoả mãn yêu câu. 

® Trường hợp 2: c = 2 hoặc c = 4. Khi đó, có hai cách chọn chữ số c từ hai chữ số 2 
hoặc 4. Ung với mỗi cách chọn đó, có 3 cách chọn chữ số ø từ ba chữ số khác 0 
còn lại, và ứng với mỗi cách chọn đó, có 3 cách chọn chữ số ð từ các chữ số còn lại. 
Do đó, theo quy tắc nhân, trường hợp này có 2. 3. 3 = 18 số thoả mãn yêu cầu. 

Trong hai trường hợp trên, mỗi số lập được theo trường hợp này đều khác với các số lập 

được của trường hợp kia. Theo quy tắc cộng, có 12 + 18 = 30 số tự nhiên chăn có ba chữ 

số đôi một khác nhau lập được từ các chữ số đã cho. 


Đ Một mẫu xe ô tô có 4 màu ngoại thất là trăng, đen, cam và bạc. Mẫu xe này cũng 
có 2 màu nội thât là đen và xám. 
a) Khách hàng có bao nhiêu lựa chọn về màu ngoại thất và nội thất khi mua một 
chiêc xe ô tô mẫu này? 
b) Hãy vẽ sơ đô hình cây đề giải thích cho kết quả tính toán ở trên. 

Đ Có nhiều nhất bao nhiêu đoạn phân tử RNA khác nhau chứa 4 phân tử nucleotide, 

3 trong đó: 

a) không có nucleotide A nào? 


b) có nucleotide A năm ở vị trí đầu tiên? 


Trong phân khởi động đâu bài học này, nêu công ty có 2 500 nhân viên thì sô mã sô như 
vậy có đủ đê câp cho môi nhân viên một mã sô riêng hay không? 


BÀI TẬP 


1. Một thùng chứa 6 quả dưa hấu, một thùng khác chứa 15 quả thanh long. 
Từ hai thùng này, 


a) có bao nhiêu cách chọn một quả dưa hấu hoặc thanh long? 


b) có bao nhiêu cách chọn một quả dưa hấu và một quả thanh long? 


2. Tung đồng thời một đồng xu và một con xúc xắc, nhận 
được kết quả là mặt xuất hiện trên đồng xu (sắp hay ngửa) 
và số châm xuất hiện trên con xúc xắc. 

a) Tính số kết quả có thể xảy ra. 

b) Vẽ sơ đô hình cây và liệt kê tất cả các kết quả đó. 


Hình 10 


3. Tại một nhà hàng chuyên phục vụ cơm trưa văn phòng, thực đơn có Š món chính, 3 món 
phụ và 4 loại đồ uống. Tại đây, thực khách có bao nhiêu cách chọn bữa trưa gồm một món 
chính, một món phụ và một loại đồ uống? 


4. Có bao nhiêu sô tự nhiên có ba chữ sô, trong đó chữ sô hàng trăm là chữ sô chăn, chữ sô 
hàng đơn vị là chữ sô lẻ? 


5... An có thể đi từ nhà đến trường theo các con đường như Hình 11, trong đó có những con 
đường đi qua nhà sách. 


Hình 11 


a) An có bao nhiêu cách đi từ nhà đến trường mà có đi qua nhà sách? 


b) An có bao nhiêu cách đi từ nhà đến trường? 


Lưu ý: Chỉ tính những đường đi qua các điểm (nhà An, nhà sách, trường) không quá một lần. 


Bài 2. Hoán vi, chỉnh hợp và tổ hợp 


Từ lhoá: Hoán vị; Chỉnh hợp; Tổ hợp. 


Có bao nhiêu cách chọn 5 cầu thủ từ 11 cầu thủ? 

Có bao nhiêu cách sắp xếp 5 cầu thủ đó theo thứ tự 
để thực hiện loạt đá luân lưu? Bằng cách sử dụng quy 
tắc nhân, bạn có tìm được câu trả lời? 

Học xong bài này, bạn hãy tìm cách nhanh hơn để trả 
lời các câu hỏi trên. 


1. Hoún vị 
® Sau giờ thực hành trải nghiệm, ba đội 4, 8, C bốc thăm để xác định thứ tự trình 
bày, thuyêt minh về sản phẩm của mỗi đội. 
a) Hãy liệt kê tất cả các kết quả bốc thăm có thể xảy ra. 
b) Có tất cả bao nhiêu kết quả như vậy? Ngoài cách đếm lần lượt từng kết quả, có cách 
tìm nào nhanh hơn không? 
Mỗi cách sắp xếp ba đội 4, 8, C theo một thứ tự gọi là một hoán vị của ba đội này. Ta tính 
được số hoán vị của ba đội bằng 3.2.1=6. 


Tổng quát, ta có định nghĩa sau đây: 


Cho tập hợp 4 có ø phần tử (ø > I). 


Mỗi cách sắp xếp ø phần tử của 4 theo một thứ tự gọi là một hoán vị các phân tử đó 
(gọi tắt là hoán vị của 4 hay của ø phần tử). 


Kí hiệu 7, là sô hoán vị của ø phân tử. 


Người ta chứng minh được rằng: 


Số các hoán vị của ø phần tử (zø > 1) bằng 
P„= ní(n -— l)(n — 2)...2. Ì. 


Chú ý: 
s Ta đưa vào kí hiệu: #! = ø{# — ])(n — 2)...2. l và đọc là n giai thừa hoặc giai thừa của n. 
Khi đó, P„ = ml. 


° Quy ước: 0I = ]. 


Ví dụ T1 

Bãi đỗ xe ô tô còn lại ba chỗ trống như Hình I. 
Có ba chiếc ô tô (kí hiệu 4, 8, C) đang đi vào bãi 
để đỗ xe. 

a) Có bao nhiêu cách sắp xếp ba chiếc xe vào ba 
chỗ trồng? 

b) Vẽ sơ đồ hình cây về các cách sắp xếp và kiểm 
tra kết quả tính toán ở trên. 


Giải 
a) Mỗi cách sắp xếp ba chiếc xe vào ba chỗ trống Chỗi Chỗ2 Chỗ3 Cách sắp xếp 
là một hoán vị của ba chiếc xe. Do đó, số cách 
sắp xếp ba chiếc xe vào ba chỗ trồng là 4 kế 
P,=3.2.1=6 (cách). 


) ==(Ố ABC 
“nh ẠACB 


p< “TC BAC 


b) Sơ đồ hình cây như Hình 2. Sơ đồ có ba C—A  BCA 


cành lớn, mối cành lớn có hai cành vừa, mối 


: B — A4 CBA 
cành vừa có một cành bé. Từ đó, sô cành bé Ũ ¬4 
bằng 3.2. 1 = 6. Từ đó, số cách sắp xếp ba chiếc 4 — bệ 
xe vào ba chỗ trồng là 6 cách. Hình 2 
Ví dụ 2 


Từ các chữ sô l1; 2; 3; 4; 5, lập các sô có năm chữ sô khác nhau. 
a) Có thê lập được bao nhiêu sô như vậy? 


b) Trong sô đó có bao nhiêu sô chăn? 

Giải 
a) Môi sô tự nhiên có năm chữ sô khác 
nhau được lập từ năm chữ sô l; 2; 3; 4; Š 
là một hoán vị của năm chữ sô này. Do 
đó, sô sô tự nhiên lập được là 


.A 


"= 


P,=5!=5.4.3.2.1= 120 (số). = 
b) Bước I: chọn chữ sỐ hàng đơn vị là chữ số chăn. Có 2 cách chọn (chọn 2 hoặc 4). 
Bước 2: chọn bỗn chữ số còn lại, có P, =4! cách chọn. 
Từ đó, theo quy tắc nhân, số số tự nhiên chăn có năm chữ số khác nhau lập từ các chữ 
sô đã cho là 

2.P„,=2.4!=2.4.3.2.1= 48 (sô). 


© Một nhóm bạn gồm sáu thành viên cùng đi xem 
I phim, đã mua sáu vé có ghế ngôi cùng dãy và kế 
tiếp nhau (như Hình 3). Có bao nhiêu cách sắp xếp 

chỗ ngồi cho các thành viên của nhóm? 


@ Một giải bóng đá có 14 đội bóng tham gia. Có bao 
Ì nhiêu khả năng về thứ hạng các đội bóng khi mùa 
giải kết thúc? 


Hình 3 
2. Chỉnh hợp 


® Tại một trạm quan sát, có săn 5 lá cờ màu đỏ, trăng, 
xanh, vàng và cam (kí hiệu Ð, T, X, V, C). Khi cân 
báo một tín hiệu, người ta chọn 3 lá cờ và căm vào ba 
vị trí có săn thành một hàng (xem Hình 4). 
a) Hãy chỉ ra ít nhất bốn cách chọn và cắm cờ để 
báo bôn tín hiệu khác nhau. 
b) Băng cách này, có thể báo nhiều nhất bao nhiêu 
tín hiệu khác nhau? 


Hình 4 


Trong 2® mỗi cách chọn ra 3 lá cờ từ 5 lá cờ và sắp xếp chúng theo thứ tự được gọi là một 
chỉnh hợp chập 3 của 5 lá cờ. Ta thấy số các chỉnh hợp này bằng 5.4. 3. 


Tổng quát, ta có định nghĩa sau: 


Cho tập hợp 4 có ø phần tử (z > 1) và sô nguyên # với l <k<ñn. 


Mỗi cách lây & phần tử của 44 và sắp xếp chúng theo một thứ tự gọi là một chữnh hợp 
chập & của ø phân tử đó. 


Kí hiệu 4ƒ là số chỉnh hợp chập & của ø phân tử. 


Người ta chứng minh được răng: 


` Cá 


% Số các chỉnh hợp chập & của ø phần tử (1 < k< n) bằng 


Tú Ta. ng ã 
n 


-k)! 


Nhận xét: Mỗi hoán vị của n phần tử cũng chính là chỉnh hợp chập ø của ø phân tử đó. 
Ta có P.=4,,n>]. 
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Ví dụ 3 


Tính: a) 4); b) 4/; c) 4. 

Giải 
a) 4'=5.4.3=60; b) 4ÿ =7.6.5.4=§40; é) 4; =5.4=20. 
Ví dụ 4 


Phần thi chung kết nội dung chạy cự l¡ I 500 m của một giải đầu có 10 vận động viên 
tham gia. Có bao nhiêu khả năng về kết quả 3 vận động viên đoạt huy chương vàng, bạc 
và đồng sau khi phân thi kết thúc? Biết rằng không có hai vận động viên nào về đích 


_¬ 


Hình 5 
Giải 
Mỗi kết quả về 3 vận động viên đoạt huy chương vàng, bạc và đồng của nội dung thi đấu 


là một chỉnh hợp chập 3 của 10 vận động viên. Do đó, số kết quả có thể là 


4ÿ =10.9.8= 720. 


Từ bảy chữ số 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7, lập các số có ba chữ số khác nhau. 
a) Có thê lập được bao nhiêu số như vậy? 


b) Trong các sô đó có bao nhiêu sô lẻ? 


3. Tổ hợp 


) 


Lan vừa mua 4 cuốn sách, kí hiệu là 4, 8, C và D. Bạn ây dự định chọn ra 3 cuốn đề 
đưa về quê đọc trong dịp nghỉ hè. 


F ï KHOA TT 1 
Ích sử - : 
Lịch sử 3%. VAN CẢU HÔI 


LỊCH SỬ 
VIET NAM 


[ 1L ; TRl 


THẾ GIỚI 


a) Hãy liệt kê tât cả các cách Lan có thê chọn 3 cuôn 
sách từ 4 cuôn sách. Có tât cả bao nhiêu cách? 


b) Lan dự định đọc lần lượt từng cuốn. Lan có bao nhiêu 
cách xêp thứ tự 3 cuôn đã chọn? 


c) Lan có bao nhiêu cách chọn 3 cuốn sách từ 4 cuốn sách và xếp theo thứ tự đề đọc lần 
lượt từng cuốn một? 
Mỗi cách chọn 3 cuốn sách từ 4 cuốn sách 4, 8, C, D được gọi là một tổ hợp chập 3 của 4 
phân tử A, B, C, D. 

Ta biết rằng, với mỗi cách chọn 3 cuốn sách (chăng hạn 41, 8, C) thì có P, = 3! cách xếp chúng 
theo thứ tự. Mỗi thứ tự này chính là một chỉnh hợp chập 3 của 4 phần tử A4, ,C, D. Do đó, 
¬-. `. th 
nêu kí hiệu Cỷ là số tô hợp chập 3 của 4 phân tử thì ta có hệ thức C¡..3!= 44; hay CŒÿ = Eš 


Tổng quát, ta có định nghĩa sau đây: 


Cho tập hợp 4 có ø phân tử (w > I). 


Mỗi tập con gồm # phần tử (1 < k< n) của 4 được gọi là một £ổ hợp chập & của ø 
phân tử. 


Kí hiệu Cƒ là số tô hợp chập & của ø phân tử (1 < & < ø). 


Người ta chứng minh được răng: 


Số các tô hợp chập & của ø phần tử (1 < k< n) bằng 


'ạ„2200/055-....i0s ti 
" k*t(nm-k)! 


Chú ý: Người ta quy ước €7 =]. 


n 


Ví dụ 5 

Tổ Một có 9 thành viên. Tuần tới là phiên trực nhật 
của tổ, nên cần phân công 4 bạn đi bê ghế của lớp 
cho buổi chào cờ. 

a) Tổ có bao nhiêu cách phân công 4 bạn đi bê ghế? 
b) Tổ có bao nhiêu cách chọn 5 bạn không phải đi 
bê ghế? 


Hình 6 


@ @ 


® 


Giải 
a) Mỗi cách phân công 4 bạn từ 9 bạn là một tô hợp chập 4 của 9 bạn. Do đó, số cách 
phân công 4 bạn của tô đi bê ghế là 
Am... 


ST SPEkK =126 (cách). 
b) Tương tự, số cách chọn 5 bạn từ 9 bạn không phải đi bê ghế là 
= 
1ã. ẺnỚẾ 


Nhận xét: Ö Ví dụ 5, ta thấy Cƒ = Cÿ. Tổng quát, ta có hệ thức 
C =5. (U07 5n) 


Học sinh có thể tự kiểm tra hệ thức này. 


Tính: a) Cj; b) C2 c) Có — Cả. 


Nội dung thi đấu đôi nam nữ của giải bóng bàn 
cấp trường có 7 đội tham gia. Các đội thi đâu 
vòng tròn một lượt. 

a) Nội dung này có tất cả bao nhiêu trận đầu? 
b) Sau giải đấu, ba đội có thành tích tốt nhất sẽ 
được chọn đi thi đấu cấp liên trường. Có bao 
nhiêu khả năng có thể xảy ra về ba đội được 
chọn đi thi đấu cấp liên trường? 


A F 
Cho 6 điểm cùng năm trên một đường tròn như Hình 8. : ˆ 
a) Có bao nhiêu đoạn thăng có điểm đầu mút thuộc các 
điêm đã cho? 
ẻ D 
b) Có bao nhiêu tam giác có đỉnh thuộc các điêm đã cho? Hình 8 


4. Tính số các hoán vị, chỉnh hợp, tổ hợp bằng máy tính cầm tay 


Với một số máy tính cầm tay, ta có thể tính toán nhanh số các hoán vị, chỉnh hợp và tô hợp. 


Ví dụ 6 


a) Đề tính Ð =8!, ta ấn liên tiếp các phím 


lswrrJ [~Z)(x!) ) 
thì nhận được kết quả là 40 320. 


b) Đề tính 47, ta ấn liên tiếp các phím 


L1) L2) 6w] (X)(nPr) (5) [=) 
thì nhận được kết quả là 95 040. 


c) Đề tính C?¿, ta ấn liên tiếp các phím 20C ñ . 


L2) (0) la) [=)(nCr) L1} L1) ] 
thì nhận được kết quả là 167960. 167960 


Đ Sử dụng máy tính cầm tay, tính giá trị các biểu thức sau: 
10 
a) Ái: › b) nu + Cũ + sỹ C) vớ 62 + SP _ : 


| BÀITẬP TẬP 


1. Cần xếp một nhóm 5 học sinh ngôi vào một dãy 5 chiếc ghê. A  A 9 
a) Có bao nhiêu cách xếp? : BIẾN PM" | 
MU. K ( 
b) Nếu bạn Nga (một thành viên trong nhóm) nhất định ' lỗ Ñ! 
muốn ngồi vào chiếc ghế ngoài cùng bên trái, thì có bao 
nhiêu cách xếp? Hình 9 
2. Từ các chữ số sau đây, có thê lập bao nhiêu số tự nhiên có bốn chữ số khác nhau? 


a) l; 2; 3; 4; 5; 6. bì 01.1 ao. 
3. Tổ Một có 4 bạn nam và 5 bạn nữ. Có bao nhiêu cách cử 3 bạn của tô làm trực nhật trong 
mỗi trường hợp sau? 


a) 3 bạn được chọn bất kì; b) 3 bạn gồm 2 nam và Ï nữ. 


+®> 


- Từ một danh sách gồm Š người, người ta bầu ra một ủy ban gồm một chủ tịch, một phó chủ tịch, 
một thư kí và một ủy viên. Có bao nhiêu khả năng có thể về kết quả bầu ủy ban này? 


t3 


. Một nhóm gồm 7 bạn đến trung tâm chăm sóc người cao tuôi làm từ thiện. Theo chỉ dẫn của 
trung tâm, 3 bạn hỗ trợ đi lại, 2 bạn hỗ trợ tăm rửa và 2 bạn hỗ trợ ăn uống. Có bao nhiêu 
cách phân công các bạn trong nhóm làm các công việc trên? 

6. Có 4 đường thắng song song cắt 5 đường thăng song song khác 

tạo thành những hình bình hành (như Hình 10). Có bao nhiêu hình 
bình hành được tạo thành? 

7. Mùa giải 2019, giải bóng đá vô địch quốc gia (V.League) có 14 đội 

bóng tham gia. Các đội bóng đâu vòng tròn hai lượt đi và về. Hỏi Hình 10 

cả giải đầu có bao nhiêu trận đấu? 


Bài 3. Nhi thức Newton 


Từ lhoá: Nhị thức Newton; Khai triển. 


® Ở Trung học cơ sở, ta đã quen thuộc với các công thức khai triển: 
(a+b)}° =a°+2ab+b°; (a+b)Ì =a3+3°b+3abÊ + bŠ. 


Với số tự nhiên n > 3 thì công thức khai triển biểu thức (a + b)" 
sẽ như thế nào? 


/® a) Xét công thức khai triển (ø + b)` = đ` + 3a”b +3ab” +bÌ. 
1) Liệt kê các số hạng của khai triển trên. 
11) Liệt kê các hệ số của khai triển trên. 
1i) Tính giá trị của Cÿ, C;, C2, Cÿ (có thể sử dụng máy tính) rồi so sánh với các hệ 
số trên. Có nhận xét gì? 
b) Hoàn thành biến đôi sau đây đề tìm công thức khai triển của (a + b)': 
(a + b) = (a+ b)\(a+b)`=lÑ-IWNa -WÑz› -R8a°? -Wa' - R. 
Tính giá trị của C ì nŒ SẼ C? si h TIẾP ` „ rồi so sánh với các hệ số của khai triển trên. 
Từ đó, hãy sử dụng các kí hiệu C7, C2, C7, C?, C2 để viết lại công thức khai triển trên. 
c) Từ kết quả của câu a) và b), hãy dự đoán công thức khai triển của (ø + ö). Tính toán 


đề kiểm tra dự đoán đó. 


Từ hoạt động trên, ta nhận được hai công thức khai triển: 


(a+b}' = C}a* + C}a}b + C?a?b? + C?ab) + CẬb* 
=aˆ) +4a*b+6aˆb° +4ab` + bỶ; 
(a+b} = C$a" + Cša*b+ C?ab? + C?a?b) + Ctab° + C?b° 
=a` +5a*b+10a°bˆ +10a7b` + 5ab” + bẺ. 
Hai công thức trên gọi là công thức nhị thức Newtfon (gọi tắt là nhị thức Newfon) 
(a + b}' ứng với ứ = 4 và n = Š. 


Chú ý: Các hệ số trong khai triển nhị thức 
Newton (a + Ð)" với ø = 0; l1; 2; 3; .... được 
viết thành từng hàng và xếp thành bảng số 
như bên. Bảng số này có quy luật: số đầu 
tiên và số cuối cùng của mỗi hàng đều là l; 
tông của hai số liên tiếp cùng hàng bằng 
số của hàng kế dưới ở vị trí giữa hai số đó 
(được chỉ bởi mũi tên trên bảng). 


Bảng số trên được gọi là £qrt giác Pascal (đặt theo tên của nhà toán học, vật lí học, triết 
học người Pháp Blaise Pascal, 1623 — 1662). 


Ví dụ T 
Sử dụng công thức nhị thức Newton, hãy khai triển các biều thức sau: 
a)(x+ 3}: b)(1—x. 

Giải 


a) Theo công thức nhị thức Newton, ta có 
(x+3)} =l.x+4x5+⁄6Ý 31413 113 
=x`+4.3.x`+6.9.xˆ+4.27.x+§1 
=#x ` +12x ` +54xˆ+108x +81. 
b) Theo công thức nhị thức Newton, ta có 
(-z}  =1+5.(—xz)+10.(x} +10.(-x} +5.(-x} +1(_x} 
=1—5x+10x?—10x` + 5x — xỶ. 
Ví dụ 2 
Khai triển và rút gọn biểu thức: (I+-/2) +(I—-/2}. 
Giải 
Áp dụng công thức nhị thức Newton, ta có 
(I+⁄2} =t+sA2+10.(2) +10.(/2} +5(J2} +L(2): 
(-2} =I+5(-/2)+10(—-/2} +10(—2) +5(-⁄2} +L(—2}. 
Từ đó, 


(+⁄2} +(-v2} =2|1+10(V2) +5(2)' =2(1+10.2+5.4)=82. 


Ví dụ 3 
Cho tập hợp 4 = {a; ?; c; đ, e}. Tập hợp 4 có bao nhiêu tập hợp con? 


Giải 
Tập hợp 4 có 5 phần tử. Mỗi tập con của 4 có & (1 < & < 5) phần tử là một tổ hợp chập 
k của 4. Do đó, số tập con như vậy băng _ . Mặt khác, có một tập con của 44 không có 
phần tử nào (tập rỗng), tức có Cÿ =l tập con như vậy. Do đó, số tập con của 44 bằng 
CŸ +C: +C£ +Cÿ +C +}. 
Theo công thức nhị thức Newton, ta có 
C?+C?+Cÿ +C? +C£ +Cÿ =(1+1) =2'. 
Vậy 4 có 2° = 32 tập con. 
Đ Khai triển các biểu thức sau: 
a) (x— 2; b) &x + 2y). 
Đ Sử dụng công thức nhị thức Newton, chứng tỏ rằng: 
a) C?+2C; +2”C? +2°C)+2ˆCŒj =§Il; 
b) CŒ -2C; +2ˆCZ—-2ˆC2 +2”Œ) =1. 
Go) Trên quây còn 4 vé xô số khác nhau. Một khách hàng có bao nhiêu lựa chọn mua một 


số vé trong số các vé xô số đó? Tính cả trường hợp mua không vé, tức là không mua 
Vé nảo. 


| BÀITẬP ` TẬP 
1. Sử dụng công thức nhị thức Newton, khai triển các biểu thức sau: 
a) (4x+y}: b) (x-.2}. 
2. Khai triển và rút gọn các biêu thức sau: 
a) 2+2): b) (2+2) +(2-2) ; e) (I-J3}, 
3. Tìm hệ số của x° trong khai triển (3x— 2)” . 


4. Cho 4= {ai; a;; a;; a„: a„} là một tập hợp có 5 phần tử. Chứng minh rằng số tập hợp con có 
số lẻ (1, 3, 5) phần tử của 44 băng số tập hợp con có số chăn (0, 2, 4) phần tử của 4. 


5. Chứng minh rằng Cÿ -C;¿ + Cÿ -Cÿ +C£ -Cÿ =0. 


BÀI TẬP CUỐI CHƯƠNG VIII 


1. Một nhóm tình nguyện viên gồm 4 học 

sinh lớp 10A, Š học sinh lớp 10B và 6 học 

sinh lớp 10C. Để tham gia một công việc 

tình nguyện, nhóm có bao nhiêu cách cử ra 

a) I thành viên của nhóm? 

b) 3 thành viên của nhóm đang học ở ba 
lớp khác nhau? 

c) 2 thành viên của nhóm đang học ở hai 
lớp khác nhau? 


2. Một khoá số có 3 vòng 
số (mỗi vòng gồm 10 só, 
từ 0 đến 9) như Hình 1. 
Người dùng cần đặt mật 
mã cho khoá là một dãy . 
số có 3 chữ số. Để mở Hình 1 
khoá, cần xoay các vòng 

số để dãy số phía trước 

khóa trùng với mật mã đã 

chọn. Có bao nhiêu cách 

chọn mật mã cho khoá? 


. Từ 6 thẻ số như Hình 2, 8ì 
có thê ghép để tạo thành L [] 

bao nhiêu B [sJ [5] 

a) ° tự nhiên có 6 chữ sô? _ Hình2 

b) sô tự nhiên lẻ có 6 chữ sô? 

c) số tự nhiên có 5 chữ số? 


d) số tự nhiên có 5 chữ số lớn hơn 50000? 


4. Thực đơn tại một quán cơm văn phòng có 


6 món mặn, Š món rau và 3 món canh. 
Tại đây, một nhóm khách muốn chọn bữa 
trưa gồm cơm, 2 món mặn, 2 món rau 
và Ï món canh. Nhóm khách có bao nhiêu 
cách chọn? 


. Cho 9 điểm năm trên hai đường thăng 


song song như Hình 3. Có bao nhiêu tam 
giác có các đỉnh là ba điểm trong các điểm 
đã cho? 


Hình 3 


. Khai triên các biêu thức: 


b) (2x2 + L)?. 


a) [z=5) : 


. Hãy khai triển và rút gọn biểu thức 


(I+xÈ+(-zx}. 
Sử dụng kết quả đó đề tính gần đúng giá trị 
biểu thức 1,05! + 0,954. 


Phân| HÌNH HỌC VÀ ĐO LƯỜNG 


Chương IX 


IIR(DN( PHAN 


Trong chương IX, chúng ta sẽ tìm hiểu về toạ độ của vectơ, thiết lập biểu thức toa độ của các phép toán vectơ và dùng 
phương pháp toa độ để viết phương trình đường thẳng, đường tròn. Chúng ta cũng sẽ tìm hiểu về ba đường conic là 
elip, hypebol, parabol và phương trình chính tắc của chúng trong mặt phẳng toạ độ. Vận dụng hình học toạ độ, chúng 
ta sẽ giải quyết được một số vấn đề trong thực tiễn. 


+ 
-JG h ñ ` BRAZIL 
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Hình học toạ độ giúp công việc vẽ bản đồ chính xác và thuận tiện. 


(đệ Học xong chương này, bạn có thể: 


- Tìm được toạ độ của một vectơ, độ dài của một vectơ bằng phương pháp toa độ. 

- Thiết lập được phương trình tham số và phương trình tổng quát của đường thẳng. Nhận 
biết được vị trí tương đối của hai đường thẳng, tính được góc giữa hai đường thẳng và 
khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng bằng phương pháp toạ độ. 

- Thiết lập được phương trình đường tròn; xác định được tâm và bán kính đường tròn khi 
biết phương trình của đường tròn. Thiết lập được phương trình tiếp tuyến của đường 
tròn khi biết toạ độ của tiếp điểm. 

- Nhận biết được ba đường conic bằng hình học và phương trình chính tắc của ba đường 
conic trong mặt phẳng toạ độ. 


- Vận dụng được phương pháp toạ độ để giải một số bài toán liên quan đến thực tiễn. 


ài 1. Toa đô của vectơ 


Từ lhoá: Trục toa độ; Hệ trục toạ độ; Mặt phẳng toa độ; Toạ độ của một vectơ; 
Toạ độ của một điểm; Biểu thức toạ độ của phép toán vectơ. 


®)j tH Nhi 


Hãy tìm cách xác định vị trí các quân mã trên bàn cờ vua. 


1. Toq độ của vectơ đối với một hệ trục toạ độ 


® Hãy nêu nhận xét về độ lớn, phương và chiều của vectơ 7 


trên trục €x và vectơ j trên trục đy (Hình ]). 


Trục toạ độ 


Trục foạq độ (gọi tắt là trực) là một đường thắng trên đó đã xác định 


một điểm O (gọi là điểm gốc) và một vectơ £ có độ dài băng l gọi 


®1 


là vectơ đơn vị của trục. 


Ta kí hiệu trục đó là (Ó; ). W Hình 2 
Hệ trục toạ độ 

Hệ trục toạ độ (O: l gồm hai trục (O: ï) và (Ó: 7) vuông 
góc với nhau. Điểm gốc Ó chung của hai trục gọi là gốc foq độ. 
Trục (O: 7) được gọi là rực hoành và kí hiệu là Óx, trục (O: 7) 


được gọi là frực fung và kí hiệu là Óy. Các vectơ 7 và ÿ là các 


vectơ đơn vị trên Óx và Œy. Hệ trục toạ độ (O: ỉ, 7) còn được kí 


hiệu là Oxy. Hình 3 


Chú ý: Mặt phăng mà trên đó đã cho một hệ trục toạ độ 
Oxy được gọi là mặt phắng toạ độ Oxy, hay gọi tắt là 
mặt phẳng OXy. 


Toạ độ của một vectơ 


®) Trong mặt phẳng Oxy, cho một vectơ ä tuỳ ý. Vẽ Q4 = đ 


và gọi 4,, 44, lần lượt là hình chiêu vuông góc của 4 lên 


Óx và Óy (Hình 4). Đặt Ø4, = xỉ, Ó4, = y j. Biểu diễn 


vectơ đ theo hai vectơ ? và j. 


Trong mặt phẳng Oxy, cặp số (x; y) trong biểu diễn đ =xỉ +yj được gọi là foạ độ của 


yecfơ đ, kí hiệu ä =(x; y), x gọi là hoành độ, y gọi là tung độ của vectơ đ. 


z —_ _. x= 
"Nếu cho ở =@:y) và Š =(x:y) thì ổ=B e>| : 
z Ự " 


Toạ độ của một điểm 


® Trong mặt phắng Oxy, cho điểm M⁄. Xác định toạ độ của vectơ OM. 


Trong mặt phăng toạ độ, cho một điểm Ä⁄ tuỳ ý. Toạ độ 


của vectơ ÓM⁄ được gọi là foqạ độ của điểm M. 


Nhận xét: 


° Nếu OM⁄ = (x; y) thì cặp sỐ (x; y) là toạ độ của điểm 1, 
kí hiệu Ä⁄4(zx; y). x gọi là hoành độ, y gọi là tung độ 
của điểm 1M. 


* M(x;y) ©OM =xỉ + yŸ. 


Chú ý: Hoành độ của điểm Ä⁄ còn được kí hiệu là X„„ tung độ của điểm M⁄ còn được kí 
hiệu là y„„ Khi đó ta viết Ä\⁄(x,„: }y,). 

Ví dụ 1 

Trong mặt phăng @xy, cho ba điểm 4, 8, C được 
biểu diễn như Hình 6. 

a) Hãy biểu thị các vectơ OA. OB ,„ OC qua hai 
vectơ Ỷ và ỷ. 


b) Tìm toạ độ của các vectơ 2, 5, € và các điêm 44, ðB, C. 


Hình 6 


Giải 
a) Ta có: Ó4 =¡+37, OB =3ï +0}, ÓC =-—2Ï — j. 
b) Từ kết quả trên, suy ra: đ = OA= (l;3), 5= OB = (3;0),= ÓC = (—2;—]). 


Do đó 4(1; 3), 58(3; 0), C(—2; -T). 


Ố] Trong mặt phăng Oxy, cho ba điểm ?(-1; 4), E(0; -3), F(5; 0). 


a) Vẽ các điểm D, Ƒ, Ƒ trên mặt phăng Óxy. 

b) Tìm toạ độ của các vectơ OD, OE, OF. 

c) Vẽ và tìm toạ độ hai vectơ đơn vị ¡ và j lần lượt trên hai trục toạ độ Óx và œŒy. 
Một máy bay đang cất cánh với tốc độ 240 km/h theo phương hợp với phương năm 
ngang một góc 30” (Hình 7). 

a) Tính độ dài mỗi cạnh của hình chữ nhật 48CD. 

b) Biểu diễn vectơ vận tốc Ÿ theo hai vectơ ? và j. 


c) Tìm toạ độ của #. 


2. Biểu thức togạ độ của các phép toúán vectơ 


2) 


Trong mặt phăng Oxy, cho hai vectơ đ = (a,; 4), = (b,: b,) và số thực #. Ta đã biết có thể 
biểu diễn từng vectơ đ, b theo hai vectơ 7, 7 như sau: đ =aji Xa, /: b =bji +Ðb,j. 
a) Biều diễn từng vecfơ: đ + D9, b . kä theo hai vectơ 7, j. 


b) Tìm đ .b theo toạ độ của hai vectơ đ và ð. 


Ví dụ 2 


Cho hai vectơ đ = (l; Š), b= (4; -2). 
a) Tìm toạ độ của các vectơ ä+b,ä-b,3ä.-5b. 


b) Tính các tích vô hướng đ.b, (3ä).(—ð). 


Giải 
a) Ta có: 
ảđ+b=(1+4;5+(-2))=(5;3); đ-b=(1-4;5-(-2))=(-3; 7); 
3đ=(3.1;3.5)=(; 15); -5b =(-5.. 4; ~5 . (—2)) = (20; 10). 
b) Ta có: 


ä.b=1.4+5.(-2)=4- 10 =-ó; 
3đ =3; 15) và —ð = (—4; 2) nên (3đ).(—ð) =3. (4) + 15. 2=-—12+ 30 = 18. 


Cho hai vectơ 7 = (6; ]), 7 = (0; 2). 
a) Tìm toạ độ của các vectơ 7m„+ñ, m—n, 10m, —4n. 
b) Tính các tích vô hướng Øm.7, (107m).(—47). 

Một thiết bị thăm dò đáy biên đang lặn 
với vận tốc y = (10; -8) (Hình 8). Cho 
biết vận tốc của dòng hải lưu vùng biên 
là w = (3,5; 0). Tìm toạ độ của vectơ 


tông hai vận tôc W và 1. 


Hình 8 


3. Áp dụng của tog độ vectơ 


Liên hệ giữa toạ độ của điểm và toạ độ của vectơ trong mặt phẳng 


Cho hai điểm A(x ; y,). BŒ,; y,). Từ biểu thức 48 =@8— O4, tìm toạ độ vectơ 4 
theo toạ độ hai điểm 4, Ö. 


” _ Cho hai điểm A(x; y,), B(„; y,). Ta có: 


AB =(b—*X¿: Yn—}¿)- 


Ví dụ 3 

Cho 4⁄(1; 2), N(-3: 4). P(S; 0). Tìm toạ độ của các vectơ MN, PM, NP. 
Giải 

MN = (ŒXy„—X:„—) = 3 - 1; 4—- 2) = -4; 2): 

PM = (x„—x;; y— y,) = (1—5; 2—0) =(-4; 2); 

NP =(x„—xy, y„—yy) = (5 +3; 0—4) = (8; —4). 


“ƒ.ƒ _ _—-—t* ———-—+ 


Đ Cho E(9; 9), F(8; -7), G(0; 6). Tìm toạ độ của các vectơ Ƒ#£, FG, EG. 


Toạ độ trung điểm của đoạn thẳng và trọng tâm của tam giác 


® Trong mặt phắng Oxy, cho tam giác 48C có toạ độ ba đỉnh là 4(x ›3„)› B(%,: y„), C(x,à; V,.). 
Giọi MÁ(Xự; Vụ 

a) Biểu thị vectơ ØA⁄ theo hai vectơ ÓA và OB. 

b) Biểu thị vectơ ÓG theo ba vectơ O4, ÓB và ÓC. 


c) Từ các kết quả trên, tìm toạ độ điểm M và G theo toạ độ của các điểm 4, B, C- 


) là trung điểm của đoạn thăng 1Ö, Ớ(+x,; }y„„) là trọng tâm của tam giác 4BC. 


Cho hai điểm 4(x 27,) và B(x,; y„). Toạ độ trung điểm M(x,„; y„) của đoạn thăng 4# là: 
_ XuT*%; y —-.Ố 

——¬ Ý 
Cho tam giác 48C có 4(x,; y„), 8z; y„). C(x„; y„). Toạ độ trọng tâm Ớ(x,; y„„) của 


Xụ 


tam giác 4ðC là: 

I,[1/17/ 17 (]J (/i05á1 | 
lũ jJ¿ ( ị 
3 2 

Ví dụ 4 

Cho tam giác ⁄NP có toạ độ các đỉnh là Ả⁄2; 2), N(6; 3) và P(S; 5). 
a) Tìm toạ độ trung điểm E của cạnh MN. 

b) Tìm toạ độ trọng tâm Ớ của tam giác M4NP. 


Giải 

: Xx„+xX„ 2+6 Vư+VWu 2+3 5 vya 5 
a) Ta có: x„ =— ——~=——=Á4, =““— *"=——-=-_.. Vậy F| 4: — |. 
- P) 2 „ 2 ng ;) 
b) Ta có; x, — Xu t3 †3„ -2+6+5 13V _yv†Jy+yy_2t3t5 10, 

3 3 3 3 3 3 

Vậy °[S:3 

3 3 


Cho tam giác @QRŠ có toạ độ các đỉnh là @(7; -2), R(-4:; 9) và S(S; §). 
a) Tìm toạ độ trung điểm Ä⁄ của cạnh @S. 
b) Tìm toạ độ trọng tâm Ớ của tam giác QRŠ. 

Ứng dụng biểu thức toạ độ của các phép toán vectơ 


®© Cho hai vectơ ä =(a;; đ,), = (b,; b,) và hai điểm 4(x 27,); B(x,; y„). Hoàn thành các 
phép biên đôi sau: 


a) äđ.Lb<©ä.b=0<©ab,+a,b, =.9.; 
_ . =íb b.=ka 
b) đa và 5 cùng phương =1 ' hay : © ajb, -a.b, =.1., 
a b, = kq; 
©) |ã|=aj()” =4-?- 
==. ——=\ˆ2 
d) 4E=(xy—x,:y;—y,)= AB=4||4B] =A-1: 


— 1T 2 n ` 
cả. =—————— (4a. b khác 0). 


©) cos(đ,b) = 


Ví dụ 5 
Trong mặt phăng Oxy, cho tam giác 4BC có toạ độ các đỉnh là 4(1; 1), 8(5; 2) và C(4; 4). 
a) Tìm toạ độ điểm #7 là chân đường cao của tam giác 48C kẻ từ 4. 
b) Giải tam giác 45C. 

Giải 
a) Xét điểm HŒx; y), ta có: 4# =(x—1;y— 1), BH =(—5;y—2), BC = C1; 2). 
H(z: y) là chân đường cao của tam giác 415C kẻ từ 4, nên ta có: 


e« 4/7 LBC ©>(x—-1)(-CI)+(-—1)2=0©-x+2y—1=0. (1) 


e Hai vectơ BH, BC cùng phương <> (x — 5).2 — (y— 2).(_—l)=0«€©2x+y-12=0. (2) 
Từ (1) và (2) ta được hệ phương trình: 
". 
—x+2y-l= EFš 
x+2y-] 0 5 
2x+ry-12=0 jẽ 


Vậy HỆ: s) 
5”5 

b) Ta có: 4 =(4:; I), BC =(-1; 2), 4C =3; 3). 

=4! +! =7, 8C=|BC|=vj(-0ˆ+2ˆ =5: 

AC =[4C|=x3° +3” =342. 


AB.AC _ 4.3+1.3 
AB d@G mi TRẦy/2 


_ BA.BC _ (4).()+(-—D.2 


BA.BC MT J5 


€=180°- 4-8 ~ 180°— 30°57'— 77°28' = 71935'. 


Suyra: 4= |4B 


cos 4 = cos( 4, AC) — ~0,857 Đ A ~30°57'. 


~(0,217>8x~77°28'. 


cos Ö = cos (54. 8C) 


Trong mặt phăng Oxy, cho tam giác 2EƑ có toạ độ các đỉnh là 2(2; 2), E(6; 2) và F(2; 6). 
a) Tìm toạ độ điểm 7 là chân đường cao của tam giác DEƑ kẻ từ 2D. 
b) Giải tam giác DEƑ. 


Một trò chơi trên máy tính đang mô phỏng 
một vùng biển có hai hòn đảo nhỏ có toạ 
độ ð(S0; 30) và C(32; -23). Một con tàu 
đang neo đậu tại điểm A(-10; 20). 

a) Tính số đo của B4C. 

b) Cho biết một đơn vị trên hệ trục toạ độ 
tương ứng với l km. Tính khoảng cách từ 
con tàu đến mỗi hòn đảo. 


Hình 9 


| BÀITẬP TẬP 


1. Trên trục (Ø; £) cho các điểm 4, 8, C, Ð có toạ độ lần lượt là 4; —1; —5; 0. 
a) Vẽ trục và biểu diễn các điểm đã cho lên trên trục đó. 


b) Hai vectơ AB và CD cùng hướng hay ngược hướng? 


Các bài toán sau đây được xét trong mặt phẳng Oxy. 


2. 


Chứng minh rằng: 

a) đ =(4; -6) và b= (—2; 3) là hai vectơ ngược hướng. 
b) đZ =(-2; 3) và b= (—8; 12) là hai vectơ cùng hướng. 
c) đ =(0; 4) và Ð =(0; -4) là hai vectơ đối nhau. 


. Tìm toạ độ của các vectơ sau: 


a) đ=2Ï +1]; b) Đ=-Ÿ +37; c) đ=4i ; 


. Cho bốn điểm (3; 5), 8(4; 0), C(0; -3), 2(2; 2). Trong các điểm đã cho, hãy tìm điểm: 


a) Thuộc trục hoành; b) Thuộc trục tung: 
c) Thuộc đường phân giác của góc phân tư thứ nhất. 


. Cho điểm M(x¿; y„). Tìm toạ độ: 


a) Điểm #7 là hình chiếu vuông góc của điểm AM trên trục Óx; 
b) Điểm Ả⁄' đối xứng với M qua trục Óx; 
c) Điểm K là hình chiếu vuông góc của điểm Ả⁄ trên trục y; 
d) Điểm Ä⁄” đối xứng với Ä⁄ qua trục Óy; 


e) Điểm C đối xứng với Ä⁄ qua gốc toạ độ. 


. Cho ba điểm 4(2; 2), 8; 5), C(; 5). 


a) Tìm toạ độ điểm D sao cho 418CD là một hình bình hành. 


b) Tìm toạ độ giao điểm hai đường chéo của hình bình hành 48C?D. 


c) Giải tam giác 45C. 


BC và CA. 
a) Tìm toạ độ các đỉnh của tam giác 41BC. 


b) Chứng minh rằng trọng tâm của các tam giác 48C và MNP trùng nhau. 


c) Giải tam giác 45C. 


. Cho hai điểm (1; 3), 8(4:; 2). 


a) Tìm toạ độ điểm D năm trên trục Óx sao cho 24 = DB. 
b) Tính chu vi tam giác 2A. 


c) Chứng minh rằng Ø4 vuông góc với 4 và từ đó tính diện tích tam giác Ó4Ö. 
. Tính góc giữa hai vectơ đ và b trong các trường hợp sau: 
3) đ =(2;-3), b =(6;4); b) đ =@;2),® =(;~1); 


c) đ =2; -2A3), b =@; V3). 


. Cho tam giác 4ðC có các điểm M⁄(2: 2), N3: 4). P(5; 3) lần lượt là trung điểm các cạnh 47, 


10. Cho bốn điểm 4(7: -3), 8(§; 4), C(1: 5), D(0; -2). Chứng minh rằng tứ giác 48CD là 


hình vuông. 


11. Một máy bay đang hạ cánh với vận tốc ÿ = (210; -42). Cho biết vận tốc của gió là 


w =(—12; —4) và một đơn vị trên hệ trục toạ độ tương ứng với l km. Tìm độ dài vectơ tông 


hai vận tôc W và 1. 


Bài 2. Đường thẳng trong mặt phẳng 
toa độ 


Từ lchoá: Vectơ pháp tuyến; Vectơ chỉ phương; Hệ số góc; Phương trình tham số; 
Phương trình tổng quát; Góc giữa hai đường thẳng. 


Tìm các giá trị của tham số a, b, c để phương trình ax + by + c = 0 có thể biểu diễn 
được các đường thẳng trong hình dưới đây. 


1. Phương trình đường thẳng 
Vectơ chỉ phương và vectơ pháp tuyến của đường thẳng 
® Trong mặt phăng Oxy, cho đường thắng A đi qua điểm 
M(xạ; yạ) và cho hai vectơ ứ = (4; b) và w = (b; =4) 
khác vectơ-không. Cho biết # có giá song song hoặc 
trùng với A. 
a) Tính tích vô hướng 7. và nêu nhận xét về phương 
của hai vectơ 7, 1. 
b) Gọi Ä⁄(x; y) là điểm di động trên A. Chứng tỏ rằng 
vectơ Ä⁄,Ä⁄ luôn cùng phương với vectơ và luôn 
vuông góc với Vecfơ 7. 


Hình 1 


` 7 
- “ 


có ` 


*_ Vectơ # được gọi là yecfơ chỉ phương của đường thắng A nêu ở # 0 và giá của 0 
song song hoặc trùng với A. 
Vectơ 7 được gọi là wecfơ pháp tuyến của đường thắng A nếu ï #0 và 7 vuông góc 
với vectơ chỉ phương của A. 
Chú ý: 
» Nếu đường thăng A có vectơ pháp tuyên 7 =(a; ð) thì A sẽ nhận # =(b;~a) hoặc ? =(—ö; a) 
là một vectơ chỉ phương. 
» Nếu ¡ là vectơ chỉ phương của đường thăng A thì & (k0) cũng là vectơ chỉ phương của A. 
- Nếu ï là vectơ pháp tuyến của đường thăng A thì #7 (k0) cũng là vectơ pháp tuyến của A. 


Ví dụ 1 
Cho đường thăng A có vectơ pháp tuyến 7 = l5: -Ÿ} Tìm vectơ chỉ phương của A. 


Giải 
z z Ẫ —_ l 5 ~ z z Ẫ — 
A có vectơ pháp tuyên 7 = B _5Ị suy ra A cũng có vectơ pháp tuyên 27 = (1; —5) 


và có vectơ chỉ phương # = (5; ]). 


Phương trình tham số của đường thẳng 


/®) Trong mặt phăng Óxy, cho cưỡng thắng A đi qua điểm M(x;: yạ) và nhận  = (u,; 1) 
làm vectơ chỉ phương. Với mỗi điềm M⁄(z; y) thuộc A, tìm toạ độ của Ä⁄ theo toạ độ của 
My và u. 


` 
- = 


` Trong mặt phẳng OXxy, ta gọi: 
X=#%; +íu, 

| y= yạ†íu; 

là phương trình tham số của đường thăng A đi qua điểm M(x¿; yạ) có vectơ chỉ phương 


(với „ +; >0,/€]R) 


=0, 0): 


Chú ý: Cho một giá trị cụ thê thì ta xác định được một điểm trên đường thăng A và 
ngược lại. 
Ví dụ 2 
a) Viết phương trình tham số của đường thăng A đi qua điểm 4(2; 7) và nhận ¡ = (_3; 5) 
làm vectơ chỉ phương. 
b) Tìm toạ độ điểm Ä⁄ trên A, biết A⁄ có hoành độ băng —4. 
Giải 
x=2-3 
y=j+ðứ. 
b) Thay x =—4 vào phương trình x = 2 — 3/, ta được —4 = 2 — 3, suy ra ƒ = 2. 


a) Phương trình tham số của đường thăng A: 
Thay / = 2 vào phương trình y = 7 + 5/, ta được y = l7. 
Vậy Mí = (—4; 17). 
Q a) Viết phương trình tham số của đường thăng đ đi qua điểm Ö(—9; 5) và nhận  = (§;—4) 


làm vectơ chỉ phương. 
b) Tìm toạ độ điểm P trên A, biết P có tung độ băng 1. 


@® Một trò chơi đua xe ô tô vượt sa mạc trên máy 
tính đã xác định trước một hệ trục toạ độ Gợ. 
Cho biết một ô tô chuyển động thắng đều từ 
điểm Ä⁄(1; 1) với vectơ vận tốc # = (40; 30). 
a) Viết phương trình tham số của đường thăng đ 
biểu diễn đường đi của ô tô. 


b) Tìm toạ độ của xe ứng với / = 2; £ = 4. 


Hình 2 


Phương trình tổng quát của đường thẳng 


® Trong mặt phăng Oxy, cho đường thăng A đi qua điểm M⁄ F Ệ 30) và nhận 7 = (z; Ö) 


làm vectơ pháp tuyến. Với mỗi điểm A⁄(x; y) thuộc A, chứng tỏ răng điểm A⁄(x; y) có 
toạ độ thoả mãn phương trình: 
ax + by + c= 0 (với c = -axạ — by). 


có ` 


# Trong mặt phăng Oxy, mỗi đường thắng đều có phương trình tổng quát dạng 
ax + by+c=0 


với a và b không đồng thời bằng 0. 


Chú ý: 
° Mỗi phương trình ax + by + e = 0 (ø và b không đồng thời bằng 0) đều xác định một 
đường thăng có vectơ pháp tuyến ï = (a; ở). 
° Khi cho phương trình đường thăng ax + by + e = 0, ta hiểu z và ö không đông thời 
băng 0. 
Ví dụ 3 
Viết phương trình tham số và phương trình tổng quát của đường thăng đ trong các 
trường hợp sau: 
a) Đường thắng đ đi qua điểm (2; 1) và có vectơ chỉ phương # = (3; 2); 
b) Đường thăng đ đi qua điểm Ö(; 3) và có vectơ pháp tuyến 7 = (5;-2); 
c) Đường thắng đ đi qua hai điểm C(1; 1), O(3; 5). 
Giải 

a) Đường thăng đ đi qua điểm (2; 1) và có vectơ chỉ phương # = (3; 2), nên ta có 
phương trình tham số của ở là: 

x=2+3/ 

y=l+2. 


9 


Đường thăng đ có vectơ chỉ phương # = (3; 2) nên có vectơ pháp tuyến 7 = (2; -3). 
Phương trình tống quát của đ là: 2(x - 2) — 3(y— 1)=0 © 2x- 3y— 1 =0. 


b) Đường thăng đ có vectơ pháp tuyến 7 = (5; -2) nên có vectơ chỉ phương # = (2; Š). 
Phương trình tham số của đ là: 
x=3+2/ 
y=3t+ối. 


Phương trình tông quát của đ là: 5(x — 3) - 2(y— 3) = 0 © 5x - 2y— 9 =0. 


c) Đường thăng ¿ đi qua hai điểm C(1; 1), 2(3; 5) nên có vectơ chỉ phương # = CD = (2: 4) 
và có vectơ pháp tuyến 7 = (4; —2). 
: x=l+2/ 
Phương trình tham sô của ở là: 
y=l+át. 
Phương trình tông quát của đ là: 
4(x— l)— 2(y—- l1)=0 ©4x- 2y—-2 =0<©2x-y—-]=0. 


Nhận xét: 

s© Phương trình đường thắng A đi qua hai điểm 4(x š 72) BŒ,; y„) có dạng: 
XN^I...^=!, 
XI đam wp= 

° Nếu đường thăng A cắt trục Óx và Óy tại 4(a; 0) và 8(0; b) (a, b khác 0) thì phương 

trình A có dạng: 


(với x, #X„ y; #J,). 


_F 
—+—=I. | 
số (1) 


Phương trình (1) còn được gọi là phương trình đoạn chắn. 


Viết phương trình tham số và phương trình tổng quát của đường thăng A trong các 
trường hợp sau: 

a) Đường thắng A đi qua điểm A(1; 1) và có vectơ pháp tuyến 7 = (3; 5); 

b) Đường thăng A đi qua gốc toạ độ Ó(0; 0) và có vectơ chỉ phương # = (2; -7); 

c) Đường thăng A đi qua hai điểm A⁄(4; 0), N(0; 3). 

Một người đang lập trình một trò chơi trên máy tính. Trên màn hình máy tính đã xác 
định trước một hệ trục toạ độ Øxy. Người đó viết lệnh đề một điểm Mx: y) từ vị trí 
A(1; 2) chuyên động thăng đều với vectơ vận tốc ÿ = (3; -4). 

a) Viết phương trình tổng quát của đường thăng A biêu diễn đường đi của điểm M. 

b) Tìm toạ độ của điểm Ä⁄ khi A cắt trục hoành. 


Liên hệ giữa đồ thị hàm số bậc nhất và đường thẳng 
Ta đã biết đồ thị của hàm số bậc nhất y = kx + y„ (k z 0) là một đường thăng Z đi qua điểm 
10: y,) và có hệ số góc #. Ta có thể viết: y = kx + yạ © kx— y + yạ = 0. 


Như vậy, đô thị hàm bậc nhất y = kx + yạ là một đường thắng có vectơ pháp tuyến rỉ = (k; —l) 
và có phương trình tổng quát là kx — y + yạ = 0. Đường thắng này không vuông góc với Óx 


và y. 


Ngược lại, cho đường thăng Z có phương trình tổng quát ax + by + e =0 với a và b đều khác 0, 


khi đó ta có thê viết: ax + by + e= 0 Sy=-Tx-T©y=x+D, 


Như vậy đ là đồ thị của hàm bậc nhất y = kx + y, với hệ số góc k = = và fung độ gốc Yạ= " 
Chú ý: 
° Nếu z = 0 và ð z 0 thì phương trình tổng quát øx + by + e = 0 trở thành y= —”. 
Khi đó đ là đường thắng vuông góc với Óy tại điểm (0: -. (Hình 3a). 
- Nếu b = 0 và z z 0 thì phương trình tổng quát ax + by + e = 0 trở thành x = —”.. 
Khi đó đ là đường thắng vuông góc với Óx tại điểm co 0) (Hình 3b). 


Trong cả hai trường hợp này, đường thắng Z không phải là đồ thị của hàm số bậc nhất. 


Hình 3 
Ví dụ 4 
Viết phương trình tổng quát của các đường thăng là đồ thị các hàm số bậc nhất sau: 
| 
a) d:y=2x+3; b) “IS TNGSKC): c) đ.: y=x. 
Giải 


a) Ta có y= 2x †t 3<©2x—y+3=0. 
Vậy phương trình tống quát của đ, là: 2x T— y + 3 =0. 


b) Ta có y=-x+3 ©Sx+2y-]10=0. 


Vậy phương trình tổng quát của đ, là: x + 2y— 10 = 0. 
c) la cóy=x<©x—y=0. 


Vậy phương trình tổng quát của đ, là: x— y = 0. 


Đ Tìm các hàm số bậc nhất có đồ thị là các đường thăng trong 9. 


( 


@® Một người băt đâu mở một vòi nước. Nước từ T“ 
vòi chảy với tôc độ là 2 mỶ/h vào một cái bê đã 1 


chứa sẵn 5 mẺ nước. L _Á- 2 m?⁄h 


a) Viết biểu thức tính thê tích y của nước có 
trong bê sau x giờ. 

b) Gọi y = /{x) là hàm số xác định được từ 
câu a). Vẽ đô thị đ của hàm sô này. 

c) Viết phương trình tham số và phương trình 
tông quát của đường thăng đ. 


Hình 4 


2. Vị trí tương đối của hai đường thẳng 


® Cho hai đường thắng A, và A, có vectơ pháp tuyên lần lượt là ñ, và n,. 


đ) 


Hình 5 


Nêu nhận xét về vị trí tương đối giữa A, và A,trong các trường hợp sau: 
a) 7, và ï, cùng phương (Hình 5a, b); 
b) 7, và ñ, không cùng phương (Hình 5c, d); 
c) 7, và 7ñ, vuông góc (Hình 5d). 
Trong mặt phăng Oxy, cho hai đường thắng A:ax+by+c,=0 (a¿ +bỶ >0) có vectơ pháp 


tuyến 7 và đường thăng A.: ø„x + b,y + e,= 0 (; +bỷ >0) có vectơ pháp tuyến ï,. 


Ta có thể dùng phương pháp toạ độ đề xét vị trí tương đối giữa A, và A, như sau: 


Nếu 7 và 7, cùng phương thì A, và A, song song hoặc trùng nhau. Lấy một điểm P 
tuỳ ý trên A.. 
® Nếu Pe A, thì A,=A¿. 
® Nếu P ø£ A, thì A,//A,. 
Nếu 7, và 7, không cùng phương thì A, và A. cắt nhau tại một điểm M(x¿; yạ) với (Xạ; ạ) 
là nghiệm của hệ phương trình: 
ax+b,y+c,=0 
XE, nh =U 


Chú ý: 
a) Nếu 7i. ñ, =0 thì 7, L 7,, suy ra Á | .Ä..„ 
b) Đề xét hai vectơ 7i (a,; Ð,) và n,(a; b,) cùng phương hay không cùng phương, ta xét 
biêu thức a6, — a„b: 
e Nêu a,b, — a„b, = 0 thì hai vectơ cùng phương. 
e Nếu a,b, — a,b, # 0 thì hai vectơ không cùng phương. 


Trong trường hợp tất cả các hệ số `: xế đều khác 0, ta có thể xét hai trường hợp: 


. đá Ñ . ` 
e Nêu ——-=— thì hai vectơ cùng phương. 
äAy D, 


: b 
e Nếu “L#~T thì hai vectơ không cùng phương. 


8đ, mHị 

Ví dụ 5 

Xét vị trí tương đôi của các cặp đường thắng A, và A, trong mỗi trường hợp sau: 

HA 2X TJÿ=2=UVNA:Z=2=Ú, D)Ä:2x†+y=2=UvnÄA :x=y=~=l=U, 
x=3í 

GÀ? 2x†+y=2=0v4A:4x+2y?3=0; ĐAz2r*y~2=0vàA2 | 2_6 
yÿy=4-i, 

À- x= ` x=l+2 
e) ` J...” = „ 


Giải 
a) A, và A, có vectơ pháp tuyến lần lượt là 7, = (2: l) và ï„, = (1; 0). 
Ta có: a,b,—a,b.=2.0—1.1=-—I#0, suy ra 7, và 7ø, là hai vectơ không cùng phương. 
Vậy A, và A, cặt nhau tại một điểm M. Giải hệ phương trình: 


)..?ớ 


ta được Ä⁄4(2; -2). 
x-2=0 


¬ 


b) A, và A, có vectơ pháp tuyến lần lượt là 7, = (2; 1) và 7, = (1; -1). 
2] . 
Ta có: ĩ z Et suy ra 7, và 7Ø, là hai vectơ không cùng phương. 


Vậy A, và A, cắt nhau tại một điểm M. Giải hệ phương trình: 


Ph*tt 


ta được Ả⁄{1; 0). 
x-y-l=0 


c) A, và A, có vectơ pháp tuyến lần lượt là 7, = (2; l) và ñ, = (4; 2). 


Ta có T= ;: suy ra 7, và ñ, là hai vectơ cùng phương. Vậy A, và A, song song hoặc 
trùng nhau. Lấy điểm (1; 0) thuộc A,, thay toạ độ của Ä⁄ vào phương trình A., ta được 
4+0+3=7#z0, suy ra Ä⁄ không thuộc A,. Vậy A,//A.. 

d) A, và A, có vectơ pháp tuyến lần lượt là 7, = (2; 1) và 7, = (6; 3). 


2 6 : 
Ta có TT = 3” suy ra 7¡ và ñ, là hai vectơ cùng phương. Vậy A, và A, song song hoặc 


trùng nhau. 

Lấy điểm P(0; 2) thuộc A., thay toạ độ của P vào phương trình A,,ta được 0 + 2 — 2 =0, 
suy ra P thuộc A.. Vậy A.=A,. 

e) A;, và A, có phương trình tổng quát lần lượt là 2x + y— 2 = 0 và x— 2y— 1 = 0, có vectơ 
pháp tuyên lân lượt là ø, = (2; 1) và ø, =(1; -2). 


Ta có ñ,.n, =2.1+1.(-2) = 0 nên ñ, và 7, là hai vectơ vuông góc, suy ra A, .L A,. 


2x+y~-2=0 x=l 
x=2y-l=0 


Vậy A, và A, vuông góc và cắt nhau tại Ä⁄(1; 0). 


Giải hệ phương trình ta được nghiệm 


Xét vị trí tương đối của các cặp đường thăng đj, và đ, trong các trường hợp sau: 


a)d:x=5y+9=0vàd,: l0x+2y+ 7= 10; 


J7. ca. T VN § 
: 3x— =0 và đ; 
h # |y=l+3; 
x=S5+4i „ x=l+8¡ 
c) đ;: và d, : 
y=4+ải. y=l+Ối. 


Viết phương trình đường thắng đ: 
a) Đi qua điểm 4(2; 3) và song song với đường thắng đ: x + 3y + 2 = 0; 
b) Đi qua điểm Öð(4; —1) và vuông góc với đường thắng đ.: 3xT— y + I =0. 


3. Góc giữa hai đường thẳng 


®\ Cho hai đường thắng xy và z/ cắt nhau tại Ó và 
cho biết xÓz = 38° (Hình 6). 


Tính số đo các góc xÓ/, /Óy và yOz. 


Khái niệm góc giữa hai đường thẳng 


Hai đường thăng A, và A. cắt nhau tạo thành bốn góc. 


- Nếu A, không vuông góc với A, thì góc nhọn trong bốn góc đó được gọi là góc giữa 
hai đường thẳng A, và A.. 


» Nếu A, vuông góc với A, thì ta nói góc giữa A, và A, bằng 90°. 


Ta quy ước: Nếu A, và A, song song hoặc trùng nhau thì góc giữa A, và A. băng 0°. 

Như vậy góc œ giữa hai đường thắng luôn thoả mãn: 0° < œ < 909. 

Góc giữa hai đường thẳng A, và A; được kí hiệu là (A,„A; } hoặc (A,. A,). 
Ví dụ 6 A B 
Cho hình vuông 45C (Hình 7), tính các góc: 
(415, AC). (4B, 41D), (4B, DC). (AC, CD). 


Giải 
Ta có: 
°Ổ BẠC =45”, suy ra (4B, 4C) =45°. D lộ 
° 4B vuông góc với 4D, suy ra (4B, 4D) = 90”. Hình 7 


°ồ 1B //DC, suy ra (4B, DC) = 0Œ”. 
«Ổ ACD = 45°, suy ra (AC, CD) = 45”. 


Công thức tính góc giữa hai đường thẳng 


® Cho hai đường thắng 
À0 Tô te¿=0 (2 +b})>0)_ và A,: q;x + b„y + c; = 0 (4; +bý; >0) 
có vectơ pháp tuyến lần lượt là 7; và ?;. 


Tìm toạ độ của 7,, Ø, và tính cos(7,, 0; ). 


Ta thấy góc (A,, A,) giữa hai đường thăng và góc (ñ, : ñ, giữa 
hai vectơ pháp tuyến luôn băng nhau hoặc bù nhau (Hình 8). 
Do đó: 


¬- H..H 
cos(A,„A;)= |cos (7,7, | = SH 
| 2 
Ta có công thức: 
cos(A,,A,) ¬Ắ...D: 88) x 
A4; +ỦÙ, NỈ: +; Aa b) 


Hình 8 
Nhận xét: Nêu A.. A, có vectơ chỉ phương ¡j, 1„ thì cos(A,, A,) = |cos(0,. 1, )|. 
Chú ý: Ta đã biết hai đường thăng vuông góc khi và chỉ khi chúng có hai vectơ pháp 
tuyên vuông góc. Do đó: 
° Nếu A, và A; lần lượt có phương trình a¡x + ð¡y + e¡ =0 và a„x + b„y + e; = 0 thì ta có: 
(A;;A;)= 90° ©a,a,+b,b, = 0. 
» Nếu A, và A, lần lượt có phương trình y = k¡x + 7m, và y = k„x + m, thì ta có: 
(A;,A;) = 90°©k,-k; =-—I. 


Nói cách khác, hai đường thăng có tích các hệ số góc bằng —I thì vuông góc với nhau. 


Ví dụ 7 
Tìm số đo của góc giữa hai đường thắng đ, và đ, trong các trường hợp sau: 
a) đ.: 2x + 4y+5=0 và đ,: 3x+y+ 2022 =0; 
=í 
b)đ,:x+2y+1=0 và - đ:J” 
y=99+2I; 
x=2+2/ : x=2022+4 
c) đi: và ni 
=3—7t y=2023-4i. 
Giải 
2.3+4.] I0 V2 
a) Ta có: cos(đ,, đ -_— 12214 _ 10 _ V2 s vn (đ, đ)=45" 
(Áo 4) TT TT VNẾ 2 nợ ng 


b) đ, có phương trình tổng quát là 2x - y + 99 =0. Ta có: a,.đ„+ b,.b, = 1.2+2.(_—1)=0, 
suy ra (đ,, đ,) = 907. 


c) Hai đường thắng đ,, đ, lần lượt có vectơ chỉ phương là w, = (2; —T?), w„ = (4; —14). Ta 
có , =2, do đó 1, // 1;, suy ra (d,, đ,) = 0”. 


Đ Tìm số đo của góc giữa hai đường thăng A, và A. trong các trường hợp sau: 


a)Ai:x+3y—-7=0 và A;:x—2y+3=0; 
x=í 
b) A;: 4x — 2y + 5=0 và Âu: 
y=l3+2t; 
x=l+í ` x=-j+2í 
c) A: và A„ 
y=3+24 y=l-t. 


“@ Tìm số đo của góc giữa hai đường thắng là đồ thị của hai hàm số y = x và y = 2x + ]. 


4. Khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng 


®© Trong mặt phăng Oxy, cho đường thăng A: ax+y+c=0 y 


(a? + bˆ> 0) có vectơ pháp tuyến 7 và cho điểm Ä⁄,(%ạ, yạ) 
có hình chiếu vuông góc HÍx„„ y„) trên A (Hình 9). 


a) Chứng minh răng hai vectơ 7 và #7, cùng phương 
và tìm toạ độ của chúng. 

b) Gọi ? là tích vô hướng của hai vectơ ï và HMú,. 
Chứng minh răng p = axạ + by, + e. 


c) Giải thích công thức IHM, HM |*§ lì 


Hình 9 


Trong mặt phắng Oxy, cho đường h A có phương trình ax + by + e = 0 (4ˆ + bˆ> 0) và 
điểm Ä,(xạ, yạ). Khoảng cách từ điêm AM, đến đường thắng A, kí hiệu là Z(Ä⁄¿, A), được tính 


bởi công thức: 


E3 
đ(M,, A) ¬ |axy+#„+c| 
a”+b° 
Ví dụ 8 
Tính khoảng cách từ các điểm O(0; 0), A⁄(1; 2) đến đường thắng A: 4x + 3y + 5 =0. 
Giải 
4.0+3.0+5 4.l+3.2+5 
Ta có: đ(Ó, A)= l5 BEE201005) SE) =l,đ(M.A)= li ii sbL/A25IRCSE 3 
42+3” \4?+3 3 
Ví dụ 9 


Trong một khu vực băng phăng, ta lấy hai xa lộ vuông góc với nhau làm hai trục toạ độ 
và mỗi đơn vị độ dài trên trục tương ứng với l km. Cho biết với hệ trục toạ độ vừa chọn 
thì một trạm viễn thông 7 có toạ độ (2; 3). Một người đang gọi điện thoại di động 
trên chiếc xe khách chạy trên đoạn cao tốc có dạng một đường thắng A có phương 
trình 6x + §y— 5 = 0. Tính khoảng cách ngắn nhất giữa người đó và trạm viễn thông 7: 


Giải 
Khoảng cách ngăn nhất giữa người đó và trạm viễn thông 7 chính là khoảng cách từ 7 
đến đường thăng A. Ta có: 
0.2 +0. =2 l 
đ(T, A)= J0625821508 TS). = 3,1 (km). 
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Đ Trong mặt phắng Óxy, cho tam giác 48C có toạ độ các đỉnh là 4(1; 1), 8(5; 2), C(4; 4). 
Ồ Tính độ dài các đường cao của tam giác 45C. 


@ Tính khoảng cách giữa hai đường thăng đ: 4x — 3y + 2 =0 và đ: 4x — 3y + 12 =0. 


| BÀITẬP TẬP 


Các bài toán sau đây được xét trong mặt phẳng Oxy. 


1. Lập phương trình tham số và phương trình tổng quát của đường thắng đ trong mỗi trường 
hợp sau: 


a) đ đi qua điểm 4(—1; 5) và có vectơ chỉ phương # = (2; 1); 
b) đ đi qua điểm Ö(4; -2) và có vectơ pháp tuyến là 7 = (3; -2); 
c) đđi qua P(1; 1) và có hệ số góc k =-—2; 
đ) đ đi qua hai điểm Ó(3: 0) và R(0; 2). 
2. Cho tam giác 48C, biết 4(2; 5), 8(1; 2) và C(5; 4). 
a) Lập phương trình tông quát của đường thăng Ö8C. 
b) Lập phương trình tham số của trung tuyến 4M. 
c) Lập phương trình của đường cao A1. 
3. Lập phương trình tham số và phương trình tổng quát của đường thăng A trong mỗi trường 
hợp sau: 
a) A đi qua 4(2; 1) và song song với đường thăng 3x + y + 9 = 0; 
b) A đi qua (1; 4) và vuông góc với đường thăng 2x — y— 2 = 0. 
4. Xét vị trí tương đối của các cặp đường thắng đ, và đ sau đây: 


lMM= 


đ:x—y+2=0vàd:x+y+4=(0; b)4: 
a)d.:x—y và d:x+y ) j1 15 


_ 


vào, :3xX—=yT?9=Ú, 


=2-t 
©) d: Ì và đ: 3x +y~ 110, 
y=5+3/ 


x=2-f£ 


5. Cho đường thăng đ có phương trình tham số 
y=5+‡Š. 


Tìm giao điểm của đ với hai trục toạ độ. 
6. Tìm số đo của góc giữa hai đường thăng đ, và đ, trong các trường hợp sau: 


a)d:x—2y+3=0 và đ,:3x—-y—l1=0, 


X=í 
b)z4: Àà đ:x†+5y—-5=(0; 


: x=3+2/ ` x=í 
SE y=7+Á4i nề y=-9+2t. 


7. Tính khoảng cách từ điểm Ä⁄ đến đường thăng A trong các trường hợp sau: 


=í 
a) Ä(1; 2) và A: 3x— 4y + 12 =0; b) M⁄(4; 4) và A: Ì 
y=-t; 
x=í 
c) Ä⁄(0; 5) và A: =. đ) M(0; 0) và A: 3x + 4y— 25 =0. 
4 2 


. Tính khoảng cách giữa hai đường thắng: A: 3x + 4y — 10 = 0 và A': 6x + §y— 1=0. 


 œ 


Trong mặt phắng Óxy, cho điểm Š%(z; y) di động trên đường thăng đ: 12x - 5y + 16 = 0. Tính 
khoảng cách ngắn nhất từ điểm Ä⁄(5; 10) đến điểm S. 


bóng đá rô bốt. Gọi 4(-1; 1), Ø8(9; 6), C(5; -3) là 
ba vị trí trên màn hình. 


a) Viết phương trình các đường thắng 4ð, AC, BC. 
b) Tính góc hợp bởi hai đường thắng 4? và 4C. 
c) Tính khoảng cách từ điểm 44 đến đường thăng ÖC. „ 


10. Một người đang viết chương trình cho trò chơi ‡ 


Hình 10 


Bài 3. Đường tròn trong mặt phẳng 
toa độ 


Từ lchoá: Phương trình đường tròn; Phương trình tiếp tuyến của đường tròn. 


®) Một nông trại tưới nước theo phương pháp 
vòi phun xoay vòng trung tâm. Cho biết tâm 
một vòi phun được đặt tại toạ độ (30; 40) và 
vòi có thể phun xa tối đa 50 m. Làm thế nào 
để viết phương trình biểu diễn tập hợp các 
điểm xa nhất mà vòi này có thể phun tới? 


1. Phương trình đường tròn 


/® Hãy nhắc lại công thức tính khoảng cách giữa hai điểm /{z; b) và Ä⁄(x; y) trong mặt 
phăng Óxy. 


Trong mặt phăng Oxy, cho đường tròn (C) tâm /{; b), bán kính R. 
Ta có M4; y) e (C) © I\M = R 


c© (x-aŸ +(y-b} =ử? 


©(x-a} +(y—=ð} “II - 


` 


ˆ# Phương trình (x— ø)?+ (y— b)°= R? được gọi là phương trình đường tròn tâm I{a: b) 
bán kính 8. 


Ví dụ T 
Viết phương trình đường tròn (C) trong các trường hợp sau: 
a) (C) có tâm (0; 0), bản kính Ñ: 
b) (C) có tâm /(1; —3), bán kính 8 = 5; 
c) (C) đi qua ba điểm 43; 6), 8(2; 3) và C(6; 5). 
Giải 
a) Đường tròn (C) tâm (0; 0), bán kính ® có phương trình: x + yÝ = RỂ. 
b) Đường tròn tâm /(1; —-3), bán kính ® = 5 có phương trình: (x— l) + (y + 3)= 25. 
c) Gọi Ä⁄, Nlâần lượt là trung điểm của 4ð, AC. Ta có Ä⁄ l? ?} NỈ: z) 
Đường trung trực A, của đoạn thăng 4Ø là đường thắng đi qua A⁄ và nhận 84 = (1; 3) 
làm vectơ pháp tuyên, nên có phương trình: x + 3y — 16 = 0. 
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Đường trung trực A, của đoạn thắng 4C là đường thăng đi qua N và nhận 4C =(3;-—1) 
làm vectơ pháp tuyên, nên có phương trình: 3x — y— 8 = 0. 
A, cắt A, tại điểm 14: 4) cách đều ba điềm 4, 8, C, suy ra đường tròn (C) cần tìm có tâm 
14: 4) và có bán kính ® = /A4 = v5. Vậy (C) có phương trình: (x — 4) + (y— 4} = 5. 
Ví dụ 2 
Tìm tâm và bán kính của đường tròn (C) có phương trình trong mỗi trường hợp sau: 
a)(x—7)+(y-2=49; b)(x†+3)+(y-5ý=14; c)(x-6)+yˆ=9. 

Giải 
a) (C) có tâm /{7; 2) và có bán kính ® = 7. 
b) (C) có tâm /(-3; 5) và có bán kính ® = A14. 
€) (C) có tâm /(6; 0) và có bán kính ® = 3. 


Nhận xét: Ta có (x - a)“+ (y — b)ˆ= R“ © xˆ + yˆ— 2ax — 2by + (aˆ + b”— R”) = 0. 

Vậy phương trình đường tròn (x - a) “+ (y— b)`= R” có thể được viết dưới dạng 
xˆ+}y— 2ax - 2by + c=0, trong đó c = aˆ + bˆ — R”. 

Ngược lại, phương trình x” + yˆ - 2ax - 2by + e = 0 là phương trình của đường 
tròn (C) khi và chỉ khi aˆ + ðˆ - e > 0. Khi đó đường tròn (C) có tâm /{z; ) và bán kính 


R=Naˆ+iˆ-ẩ 


Ví dụ 3 
Phương trình nào trong các phương trình sau đây là phương trình đường tròn? Tìm toạ độ 
tâm và bán kính của đường tròn đó. 
a)x” +y”— 4x + 6y— 23 =0; b) x  +y”— 2xT— 4y+9=0. 

Giải 
a) Phương trình đã cho có dạng x” + y'— 2ax — 2by + e = 0 với a= 2; b=-3; e=-—23. 
Ta có đˆ + ð—c=4+ 9+ 23 = 36 > 0. Vậy đây là phương trình đường tròn có tâm 
(2:3) và có bán kính R = 4/36 = 6. 
b) Phương trình đã cho có dạng x” + yŸ— 2ax - 2by + e = 0 với a= l;b=2;c= 9. 
Ta có đ + b—e= 1 +4—9=-4<0. Vậy đây không phải phương trình đường tròn. 


Viết phương trình đường tròn (C) trong các trường hợp sau: 
a) (C) có tâm (0; 0), bán kính ® = 4; b) (C) có tâm /{2; -2), bán kính # = 8; 
c) (C) đi qua ba điểm 4(1; 4), 8(0; 1), C(4; 3). 


® ® 


Phương trình nào trong các phương trình sau đây là phương trình đường tròn? Tìm toạ độ 
tâm và bán kính của đường tròn đó. 


a) x +yˆ— 2x — 4y — 20 = 0; b)(x +5 +(y+ 1Ý = 121; 
c)xˆ+yˆ— 4xT— 8y + 5 =0; d) 2x” + 2y” + 6x + 8y— 2 =0. 


Theo dữ kiện đã cho trong hoạt động khởi động của bài học, viết phương trình đường 
tròn biêu diễn tập hợp các điêm xa nhất mà vòi nước có thê phun tới. 

Một sân khấu đã được thiết lập một hệ trục toạ độ đề đạo diễn có thê sắp đặt ánh sáng 
và xác định vị trí của các diễn viên. Cho biết một đèn chiêu đang rọi trên sân khâu một 
vùng sáng bên trong đường tròn (C) có phương trình (x — 13)” + (y— 4)ˆ= l6. 

a) Tìm toạ độ tâm và bán kính của đường tròn (C). 


b) Cho biết toạ độ trên sân khấu của ba diễn viên 4, 8, C như sau: A(11: 4), B(6; S5), 
C(15; 5). Diễn viên nào đang được đèn chiếu sáng? 


2. Phương trình tiếp tuyến của đường tròn 


2) 


` 


Cho điểm M,(%ạ; ạ) năm trên đường tròn (C) y 
tâm (a; b) và cho điêm Ä4(z; y) tuỳ ý trong 

mặt phăng Óxy. Gọi A là tiếp tuyến với (C) 

tại Mú,. 


a) Việt toạ độ của hai vectơ Ả,Ä4 và M,I. Mq(Xọ; }) 


b) Viết biểu thức toạ độ của tích vô hướng của 
hai vectơ Ä¿M và M,Ỹ. 


c) Phương trình Ä⁄„M .MỤjI = 0 là phương Hình 2 


trình của đường thăng nào? 


W Phương trình tiếp tuyến của đường tròn tâm I(a; b) tại điểm M(%ạ: yạ) năm trên đường 


tròn là: 
(a—x,)(x—x,) + (b =y)0'—,) = Ô. 
Ví dụ 4 
Viết phương trình tiếp tuyến Z của đường tròn (C): xŸ + y? = 5 tại điểm Ä⁄(1; 2). 


Giải 
Ta có 1? + 2? = 5, nên điểm Ä⁄ thuộc (C). 
Đường tròn (C): x” + y” = 5 có tâm (0; 0). 


Phương trình tiếp tuyến đ của (C) tại \⁄(1; 2) là: 
(0 - 1)(x— I)+(0-2)qy-—-2)=0 
©-x-2y+5=0 
©Sx+23y—-5=(0. 


Hình 3 


Đ Viết phương trình tiếp tuyến của đường tròn (C): xŸ + y— 2x — 4y — 20 = 0 tại điểm (4; 6). 


Một vận động viên ném đĩa đã vung đĩa theo một 
Ỷ đường tròn (C) có phương trình: 
169 


(x— ]) +(y-Ì]) 144 


: : l 
Khi người đó vung đĩa đên vị trí đêm 3⁄4 LG: 2] 


thì buông đĩa (Hình 4). Viết phương trình tiếp 


tuyên của đường tròn (C) tại điểm 1M. 


Hình 4 


| BÀITẬP TẬP 


1. Phương trình nào trong các phương trình sau đây là phương trình đường tròn? Tìm toạ độ 
tâm và bán kính của đường tròn đó. 
a)x°+yˆ—6x—§y+21=0; b)xˆ+yˆ—2x+4y+2 =0; 
c)xˆ+yˆ—-3x+2y+7=0; d) 2x“ +2yˆ+x+y—1=0. 


là) 


. Lập phương trình đường tròn (C) trong các trường hợp sau: 

a) (C) có tâm /(1; 5) và có bán kính z = 4; 

b) (C) có đường kính Ä⁄N với ẢM⁄(3; —1) và N(9; 3); 

c) (C) có tâm /(2; 1) và tiếp xúc với đường thắng 5x— 12y + l1 =0; 

đ) (C) có tâm (1; -2) và đi qua điểm Ö(4; -5). 
3. Lập phương trình đường tròn ngoại tiếp tam giác có toạ độ các đỉnh là: 
a) M2; 5), N1; 2), PG; 4); b) 4(0; 6), BỨ; 7), C(8; 0). 


4. Lập phương trình đường tròn tiếp xúc với hai trục toạ độ Óx, Óy và đi qua điểm 4(4; 2). 


5. Cho đường tròn (C) có phương trình xˆ + yŸ— 2x — 4y — 20 = 0. 
a) Chứng tỏ rằng điểm Ä⁄(4; 6) thuộc đường tròn (C). 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm Ä⁄(4; 6). 
c) Viết phương trình tiếp tuyến của (C) song song với đường thắng 4x + 3y + 2022 = 0. 
6. Một cái công hình bán nguyệt rộng 8,4 m, cao 4,2 m như Hình 5. Mặt đường dưới công được 
chia thành hai làn cho xe ra vào. 
a) Viết phương trình mô phỏng cái công. 
b) Một chiếc xe tải rộng 22 m và cao 2,6 m đi đúng làn đường quy định có thê đi qua công 
mà không làm hư hỏng công hay không? 


Bài 4. Ba đường conic 
trong mặt phăng toa độ 


Từ lhoá: Đường conic; Elip; Hypebol; Parabol; Tiêu điểm; Đường chuẩn; Phương trình chính tắc; 
Đỉnh; Trục; Trục lớn; Trục nhỏ; Trục thực; Trục ảo; Tâm đối xứng; Tham số tiêu. 


šï{ 


Nếu cắt mặt nón tròn xoay bởi mặt phẳng vuông góc với trục và không đi qua đỉnh của mặt 
nón thì ta thu được một đường tròn (Q. Nếu thay đổi vị trí của mặt phẳng, ta sẽ có thêm các 
loại “đường” khác như hình trên, các đường đó gọi là các đường conic. Chúng ta sẽ cùng tìm 
hiểu về đặc điểm của các “đường” này và cách viết phương trình của chúng trong mặt phẳng 
toạ độ. 


1. Elip 
Nhận biết elip 

®© Lấy một tắm bìa, ghim hai cái đỉnh lên đó tại hai điểm 
h) và F,. Lấy một vòng dây kín không đàn hỏi có độ 
dài lớn hơn hai lần đoạn # ¡#,. Quàng vòng dây đó 
qua hai chiếc đinh và kéo căng tại một điểm Ä⁄ nào 
đó. Tựa đầu bút chì vào trong vòng dây tại điểm Ä⁄ 
rồi di chuyền sao cho dây luôn luôn căng. Đầu bút chì 
vạch lên tâm bìa một đường mà ta gọi là đường elip. 
Cho biết 2c là khoảng cách #) Ƒ, và 2a + 2e là độ 
đài của vòng dây. 
Tính tổng hai khoảng cách Ƒ,M và F„M. 

® Cho hai điểm có định #;, Ƒ; và một độ dài không đổi 2ø lớn hơn #, Ƒ„. Elip (E) là tập hợp 
các điểm Ä⁄ trong mặt phăng sao cho Ƒ, M + F4 = 2a. 


Hình 1 


Các điểm Ƒ) và Ƒ, gọi là các fiêu điểm của elip. 


Độ dài #, F, = 2c gọi là điêu cự của elip (a > c). 


Phương trình chính tắc của elip 


Cho elip (E) có các tiêu điểm Z, và Ƒ, và đặt Ƒ,F„= 2c. Chọn hệ trục toạ độ Óxy sao 
cho #(-c; 0) và F.(c; 0). 

Xét điểm Ä⁄x; ÿ). 

a) Tính ˆ.M và PM theo x, y và c. 
b) Giải thích phát biểu sau: 


MŒx: y) e (E) Y(x+c} +}yˆ+4(x-c€} +}y” S24. 


Người ta chứng minh được: 


7 


#2 ⁄¿ 
MGx; y) e (E) © "ca (1) 


trong đó b= Na” -£”. 

Phương trình (1) gọi là phương trình chính tắc của elip. 
Chú ý: Ƒ 
* (E) cắt Óx tại hai điêm 4,(—a; 0), 4,(a; 0) và cắt @y 
tại hai điêm Ö,(0; —ð), B8;(0; ?). 
» Các điểm 4,, 4,„ Bị, ÖB, gọi là các đỉnh của elip. 


»° Đoạn thăng 4, 4; gọi là frực lớn, đoạn thắng Ö, Ö, gọi là frực nhỏ của elip. 
s Giao điểm Ó của hai trục gọi là £âm đối xứng của elip. 
‹ Nếu Ä⁄x; y) e (#) thì |x| < a, |y| < b. 


Ví dụ T1 
Viết phương trình chính tắc của elip (#) có độ dài hai trục lần lượt là 26 và 10. 
Giải 
Ta có: 2a = 26; 26 =10, suy ra a = 13; b = 5. 
„ x y' 

Vậy phương trình chính tắc củ là ——+—=I. 

ậy phương trình chính tắc của (#) là 169 - 25 
Ví dụ 2 


Viết phương trình chính tắc của elip có độ dài trục lớn bằng 20 và tiêu cự bằng 12. 


Giải 
Ta có: 2ø = 20; 2c = 12, suy ra a = 10; =6 và b=Aa°—cˆ =x10°—6ˆ =8. 
: x2 y7 
Vậy ph trình chính tặc của elip là ——+ — =l. 
ậy phương trình chính tắc của elip là Tin 


Đ Viết phương trình chính tắc của elip trong Hình 4. 


Q@ 


7 Eiấy: môS° 
Hình 4 Hình 5 


Một đường hầm có mặt cắt hình nửa elip cao 4 m, rộng 10 m (Hình 5). Viết phương 
trình chính tắc của elip đó. 


2. Hypebol 
Nhận biết hypebol 


@ Lây một tâm bìa, trên đó đánh dấu hai điểm ZƑ, và Ƒ›. Lấy một cây thước thắng với mép 

đ# 3 thước 4Ö có chiều dài đ và một đoạn dây không đàn hôi có chiều dài / sao cho đ— Ï= 2a 
nhỏ hơn khoảng cách #;#, (Hình óa). 

Đính một đầu dây vào đầu 4 của thước, dùng đinh ghim đầu dây còn lại vào điểm #,. 

Đặt thước sao cho đầu Ö của thước trùng với điểm #, và đoạn thăng Ö⁄4 có thể quay 

quanh #`. Tựa đầu bút chì Ä⁄ vào đoạn dây, di chuyền M⁄ trên tâm bìa và giữ sao cho dây 

luôn căng, đoạn 4Ä ép sát vào thước, khi đó Ä⁄ sẽ vạch ra trên tắm bìa một đường (HH) 


(xem Hình 6b). 


a) Chứng tỏ rằng khi Ä⁄ di động, ta luôn có Ä⁄4Ƒ, — ME, = 2a. 

b) Vẫn đính một đầu dây vào đầu 4 của thước nhưng đổi chỗ có định đầu dây còn lại vào 
F,, đầu B của thước trùng với #, sao cho đoạn thắng 8⁄4 có thể quay quanh Ƒ` và làm 
tương tự như lần đầu đề đầu bút chì M vẽ được một nhánh khác của đường (;) (Hình 6c). 


Tính ÄM⁄F; - MF.. 
đ 
=5; 
NNEESGEN TGREIIEE 2a<FF, 


a) 


Hình 6 


Cho hai điểm cô định Ƒ), F, và một độ dài không đối 2z nhỏ hơn Ƒ,Ƒ„. Hypebol (H) là 
tập hợp các điểm Ä⁄ trong mặt phẳng sao cho |# \./ =s sờ, l2; 8 
Các điểm #Ƒ) và Ƒ, gọi là các fiêw điểm của hypebol. 


Độ dài Ƒ)È'; = 2c gọi là fØiêw cự của hypebol (e > a). 


Phương trình chính tắc của hypebol 
®© Cho hypebol () có các tiêu điểm Ƒ, và Ƒ, và đặt 
FF,= 2c. Điêm Ä⁄ thuộc hypebol (/) khi và chỉ khi 
\FM - F_M| = 2a. Chọn hệ trục toạ độ @xy sao cho 
FC ,0) vn.“ Ú): 
Xét điểm M(x; ÿ). 
a) Tính ` M và #_M theo x, y và c. 


Hình 7 


b) Giải thích phát biêu sau: 


MŒ; y) e (H)© JWœ«+e} +»? =A|(x—e)? + y? 


= 2d. 


¬ 


Người ta chứng minh được: 


2 2) 


MG;,) < (H) œ  ~ 1z =l (2) 


trong đó Ð =cˆ - đ'. 


Phương trình (2) gọi là phương trình chính tắc của hypebol. 


9 


bˆ 


Chú ý: 

 (H) cắt Óx tại hai điểm 4, =(-a; 0) và.1,=(4; 0). 
Nêu vẽ hai điêm Ö, =(-ó; 0) và Ö, = (6; 0) vào 
hình chữ nhật O4,PB, thì OP=+ja° +? =c. 
»° Các điểm A,,A, gọi là các đính của hypebol. 


* Đoạn thăng 4.A, gọi là frục thực, đoạn thăng 


B,B, gọi là frục đø của hypebol. 
» Giao điểm Ó của hai trục là âm đối xứng của hypebol. 
‹ Nếu Ä⁄4(x; y) e (H) thì x < -a hoặc x > a. 


Ví dụ 3 
Viết phương trình chính tắc của hypebol có độ dài trục thực băng 16 và tiêu cự bằng 20. 


Giải 
Ta có: 2ø = 16 => ø=8; 2£=20 = ce= 10; b=xc°—a? =x|I0°—§2 =6. 
: xỉ yÏ 
Vậy phương trình chính tắc của hypebol là r2 W7 k; 


Viết phương trình chính tắc của hypebol có tiêu cự bằng 10 và độ dài trục ảo bằng 6. 


Một tháp làm nguội của một nhà máy có mặt cắt 
2 2 

là một hypebol có phương trình -—-—-— =1 
0t ñyp P Ề 27_ 40? 

(Hình 9). Cho biêt chiêu cao của tháp là 120 m 


và khoảng cách từ nóc tháp đến tâm đối xứng 


của hypebol bằng một nửa khoảng cách từ tâm 


đối xứng đến đáy. Tính bán kính đường tròn nóc 
và bán kính đường tròn đáy của tháp. Hình 9 


3. Pardabol 
Nhận biết parabol 
. * *Ã l ` K2 l Â .Ä 
® Trong mặt phăng Øxy, cho điêm # ạ ; „ đường thăng A: y T2 =0 và điêm ÄX4(zx; y). 
Đề tìm hệ thức giữa x và y sao cho Ä⁄ cách đều # và A, một học sinh đã làm như sau: 


‹ Tính Ä⁄Ƒ và MH (với H là hình chiếu của M lên A): 


IÝ | 
ME =,|x°+| y_—| , MH =d(M, A)=Ìy+-1. 
lz ;] \M,A)=+2 y 
‹ Điều kiện để M⁄ cách đều #Ƒ và A: 
2 | Í | l 
MF =d(M,A)<=,|x +| y——| =ly+¬]. 
2 2 M 
F 
Lò tư ì» 
=(-trg | 
| 
©x =2y©y=-x. (*) _Ị 
: Hình 10 
Hãy cho biệt tên đô thị (P) của hàm sô (*) vừa tìm được. 
be Cho một điểm #Ƒ và ột đường thăng A C ¡nh không đi qua #. Parabol (P) là tập hợp các 


VỀ : ` r&. 
điêm Ä⁄4 cách đêu #' và 


Phương trình chính tắc của parabol 


® Cho parabol (P) có tiêu điểm #Ƒ và đường chuẩn A. 
Gọi khoảng cách từ tiêu điểm đến đường chuẩn là D. 
hiển nhiên ø > 0. 


Chọn hệ trục toạ độ Óxy sao cho r[ễ: ) và A: x+^= 0. 
Xét điểm M(x; ÿ). 


a) Tính ÄM⁄# và đ(M. A). 
b) Giải thích phát biều sau: Hình 11 


Mx: y) e (P) © [x-#] +yˆ= 


Người ta chứng minh được: 


Mạ; y) e (P) ©y = 2px. @) 


Phương trình (3) gọi là phương trình chính tắc của parabol. 
Chú ý: 
« Ó gọi là đính của parabol (P). 
° Óx gọi là frục đối xứng của parabol (P). 
* p gọi là tham số tiêu của parabol (P). 
° Nếu MŒx; y) e (P) thì x >0 và Mf; -y) e (P). 
Ví dụ 4 
Việt phương trình chính tắc của parabol (P) có tiêu 
điểm r[5: ) (Hình 12). 
Giải 
(P) có tiêu điểm r[ễ: ) „ SUY Ta T 0U hay p =3. 
2 _/ 
Vậy (P) có phương trình yˆ = 6x. 


Ví dụ 5 

Công của một ngôi trường có dạng một parabol. 
Đề đo chiều cao j của công, một người đo khoảng 
cách giữa hai chân công được 9 m, người đó thấy 
nếu đứng cách chân công 0,5 m thì đầu chạm công. 
Cho biết người này cao 1,6 m, hãy tính chiều cao 
của công. 


Giải 


Ta vẽ lại parabol và chọn hệ trục toạ độ như Hình 14. 
Gọi phương trình của parabol là y” = 2px. 

Ta có chiều cao của công là Ø7 = BK = h, bề rộng . 
của công là 8D =9, suy ra 8H = 4,5. Vậy điểm ð có 
toạ độ là (h; 4,5). 

Chiều cao của người đo là 4C = 1,6 và khoảng cách 
từ chân người đo đến chân công là 84 = 0,5. Suy ra 
FC= FA—- AC=h- 1,6 và EC= BH- 1B=4,5—0,5 =4. 
Vậy điểm C có toạ độ là (¡ — 1,6; 4). 


Hình 14 


Ta có hai điểm Ö và C năm trên parabol nên thay toạ độ của 8 và C vào phương trình (?), 


ta được: 
4,5” =2ph 
4? =2p(h—1,6) 
4,5ˆ 4? 15-4 
h h—1,6 L6 
1,6.4,57 
=ủ F45:-42 * 7.62 (m), 


Vậy cổng trường đó cao khoảng 7,62 m. 
Đ Viết phương trình chính tắc của parabol (P) có đường chuẩn A: x + 1 =0. 


Một công chào có hình parabol cao 10 m và bề rộng của công tại chân công là 5 m. Tính 
bê rộng của công tại chỗ cách đỉnh 2 m. 


| BÀITẬP TẬP 


1. Viết phương trình chính tắc của: 


a) Elip có trục lớn bằng 20 và trục nhỏ bằng 16; 
b) Hypebol có tiêu cự 2e = 20 và độ dài trục thực 2a = 12; 
c) Parabol có tiêu điểm #Ƒ l2: ) 
2. Viết phương trình chính tắc của các đường conic dưới đây. Gọi tên và tìm toạ độ các tiêu 
điểm của chúng. 


a) (C,): 4x” +l6y” = 1; b) (C,): 16x” 4ˆ = 144; c) (C,): x= : +. 


3. Đề cắt một bảng hiệu quảng cáo hình elip có trục lớn là 80 cm và trục nhỏ là 40 cm từ một 
tâm ván ép hình chữ nhật có kích thước 80 em x 40 em, người ta vẽ hình elip đó lên tắm ván 
ép như hướng dẫn sau: 

Chuẩn bị: 

— Hai cái đinh, một vòng dây kín không đàn hỏi, bút chì. 
Thực hiện: 

— Xác định vị trí (hai tiêu điểm của elip) và ghim hai cái 
đinh lên hai điểm đó trên tắm ván. 

- Quàng vòng dây qua hai chiếc đinh và kéo căng tại một 
điểm A⁄ nào đó. Tựa đầu bút chì vào trong vòng dây tại 


Hình 15 


điểm Ä⁄ rồi di chuyên sao cho dây luôn luôn căng. Đầu bút chì vạch lên tắm bìa một đường 
elip. (Xem minh hoạ trong Hình 15). 
Phải ghim hai cái đính cách các mép tâm ván ép bao nhiêu xentimét và lấy vòng dây có độ dài 
là bao nhiêu? 

4. Một nhà vòm chứa máy bay có mặt cắt hình nửa elip cao 
S m, rộng 20 m (Hình 16). 


a) Chọn hệ toạ độ thích hợp và viết phương trình của elip 
nói trên. 


b) Tính khoảng cách theo phương thăng đứng từ một Hình 16 
điêm cách chân tường 5 m lên đên nóc nhà vòm. 

Š. Một tháp làm nguội của một nhà máy có mặt cắt là hình 
hypebol có phương trình ¬-D =1 (Hình 17). Biết 
chiều cao của tháp là 150 m và khoảng cách từ nóc tháp 
đến tâm đối xứng của hypebol bằng : khoảng cách từ 
tâm đối xứng đến đáy. Tính bán kính nóc và bán kính 


đáy của tháp. Hình 17 


6. Một cái cầu có dây cáp treo hình parabol, cầu dài 100 m và được nâng đỡ bởi những thanh 
thăng đứng treo từ cáp xuống, thanh dài nhất là 30 m, thanh ngắn nhất là 6 m (Hình 18). Tính 
chiều dài của thanh cách điểm giữa cầu 18 m. 


100 m 
Hình 18 


Bạn có biết? 
Tính chất quang học của ba đường conic 


Người ta chứng minh được: 

= Tiếp tuyến tại một điểm ÄM⁄ của 
parabol có tiêu điểm #Ƒ và trục đ 
luôn hợp với hai đường thắng đ và 
MF những góc bằng nhau. 


— Tiếp tuyến tại một điểm A⁄ của 
elip hay hypebol có tiêu điểm Ƒ`, Ƒ, 
luôn hợp với hai đường thắng M⁄Ƒ, 
và Ä⁄F, những góc bằng nhau. 


Áp dụng tính chất trên, người ta chế 
tạo ra các choá đèn chiếu hoặc các 
chảo ăng-ten có mặt cắt hình parabol. 
Khi đặt bóng đèn tại tiêu điểm # thì 
chùm tia sáng chiếu từ Ƒ tới choá đều 
cho chùm tia phản chiếu song song 
với trục của parabol, khiến ánh sáng 
chiếu ra được xa và tập trung hơn. Đối 
với ăng-ten parabol thì ngược lại, các 
tia tín hiệu song song với trục của parabol khi tới chảo đều cho tia phản xạ hội tụ tại # là 
nơi đặt đầu thu tín hiệu, khiến sóng vô tuyến thu được tập trung và rõ hơn. 


C) 
Hình 19 


Đôi với elip, tính chât trên còn được dùng trong việc chê tạo máy tán sỏi thận. Trong đó, 
đâu phát siêu âm đặt tại #;, bệnh nhân được đặt năm sao cho viên sỏi thận ở vị trí #, 
chùm siêu âm xuât phát từ #; khi tới elip sẽ hội tụ tại Ƒ, khiên việc điêu trị hiệu quả hơn. 


Mặt cắt phản xạ hình elip Viên sỏi thận 
Hình 20 


(Nguồn: https://medical-dictionary.thefreedictionary.com/lithotripsy) 


Các tính chất vừa nêu thường được gọi chung là tính chất quang học của ba đường conic. 


THỬ THÁCH 


Áp dụng tính chất quang học của parabol đề giải quyết vấn đề sau đây: 


Một đèn pin có choá đèn có mặt cắt hình parabol với kích thước như trong Hình 21. 


a) Chọn hệ trục toạ độ Óxy sao cho gốc O là đỉnh của parabol và trục Óx đi qua tiêu 
điểm. Viết phương trình của parabol trong hệ toạ độ vừa chọn. 


b) Đề đèn chiếu được xa phải đặt bóng đèn cách đỉnh của choá đèn bao nhiêu xentimét? 


IS cm 


Hình 21 


1. Trong mặt phăng Oxy, cho bốn điểm 4(2; 1), 
B(1; 4), C(4; 5), D(; 2). 


a) Chứng minh 418C là một hình vuông. 
b) Tìm toạ độ tâm 7 của hình vuông 48C ?D. 


2. Cho 4ð và CD) là hai dây cung vuông góc 
tại È của đường tròn (). Vẽ hình chữ nhật 
AECF. Dùng phương pháp toạ độ để chứng 
minh EF vuông góc với Dÿ. 


3. Tìm toạ độ giao điểm và góc giữa hai đường 


thăng đ, và đ, trong mỗi trường hợp sau: 


a)d:x—y+2=0vàd:x+y+4=0; 


=l+t 
b) 4; Ì và đ: x-3y +2 =0; 
y=3+2/ 


=2-ƒ = : 
c) đ: Ì và d: DI bày 
y=5+3/ y=3+lứ'.. 


4. Tính bán kính của đường tròn tâm Ä⁄(—2; 3) 
và tiếp xúc với đường thăng 
đ: l4x — 5y + 60 =0. 


t2 


. Tính khoảng cách giữa hai đường thăng: 
A: 6x +8y-— l3 =0 và A':: 3x + 4y— 27 =0. 
6. Tìm tâm và bán kính của các đường tròn có 
phương trình: 
a) (x— 2)“ + (y— 7) = 64; 
b)(+x+3J+@+2ƒ=8; 
c)xˆ+y— 4x— 6y — 12 =0. 
7. Lập phương trình đường tròn trong các 
trường hợp sau: 
a) Có tâm /(—2; 4) và bán kính băng 9; 
b) Có tâm /(1; 2) và đi qua điểm A(4; 5); 
c) Đi qua hai điểm (4: 1), (6; 5) và có tâm 
năm trên đường thắng 4x + y— 16 = 0; 
d) Đi qua gốc toạ độ và cắt hai trục toạ độ 
tại các điểm có hoành độ là a, tung độ là ö. 
8. Viết phương trình tiếp tuyến của đường 
tròn (C): (x— 5)” + (y— 3) = 100 tại điểm 
M(1T; I1). 
9. Tìm toạ độ các tiêu điểm, toạ độ các đỉnh, 
độ dài trục lớn và trục nhỏ của các elip sau: 


2 2 2 2 
a) + =I: b) “Ế c2 : 
I00 36 25 16 


c)x + lóy = ló. 


10. Viết phương trình chính tắc của elip thoả 
mãn từng điêu kiện: 
a) Đỉnh (5; 0), (0; 4); 
b) Đỉnh (5; 0), tiêu điểm (3; 0); 
c) Độ dài trục lớn 16, độ dài trục nhỏ 12; 


đ) Độ dài trục lớn 20, tiêu cự 12. 


11. Tìm toạ độ các tiêu điểm, toạ độ các đỉnh, độ 
đài trục thực và trục ảo của các hypebol sau: 

2 2 2 2 

l6 9 64 36 


c)x — l6 `=16; đ)9xˆ— l6y`= 144. 


12. Viết phương trình chính tắc của hypebol 
thoả mãn từng điều kiện sau: 
a) Đỉnh (3; 0), tiêu điểm (5; 0); 
b) Độ dài trục thực §, độ dài trục ảo 6. 


13. Tìm toạ độ tiêu điểm, phương trình đường 
chuẩn của các parabol sau: 


a) y” = 12x; b)y =z. 


14. Viết phương trình chính tắc của parabol 
thoả mãn từng điều kiện sau: 


a) Tiêu điểm (4; 0); 


b) Đường chuẩn có phương trình x = —: 


c) Đi qua điểm (1; 4); 


d) Khoảng cách từ tiêu điểm đến đường 
chuẩn bằng 8. 


15. Một gương lõm có mặt cắt hình parabol 
như Hình l1, có tiêu điểm cách đỉnh 5 cm. 
Cho biết bề sâu của gương là 45 cm, tính 
khoảng cách 48. 


Hình 1 


16. Một bộ thu năng lượng mặt trời để làm 
nóng nước được làm bằng một tấm thép 
không gỉ có mặt cắt hình parabol (Hình 2). 
Nước sẽ chảy thông qua một đường ống 
năm ở tiêu điểm của parabol. 


a) Viết phương trình chính tắc của parabol. 


b) Tính khoảng cách từ tâm đường ống đến 
đỉnh của parabol. 


Hình 2 


17. Công chào của một thành phố dạng hình 
parabol có khoảng cách giữa hai chân công 
là 192 m (Hình 3). Từ một điểm A⁄ trên 
thân công, người ta đo được khoảng cách 
đến mặt đất là 2 m và khoảng cách từ chân 
đường vuông góc vẽ từ Ä⁄ xuống mặt đất 
đến chân công gần nhất là 0,5 m. Tính 
chiều cao của công. 


| 


18. Một người đứng ở giữa một tâm ván gỗ đặt 


trên một giàn giáo để sơn tường nhà. Biết 

rằng giàn giáo dài 16 m và độ võng tại tâm 

của ván gỗ (điểm ở giữa ván gỗ) là 3 em 

(Hình 4). Cho biết đường cong của ván gỗ 

có hình parabol. 

a) Giả sử tâm ván gỗ trùng với đỉnh của 
parabol, tìm phương trình chính tắc của 
parabol. 


b) Điêm có độ võng Ï cm cách tâm ván gô 
bao xa? 


Phân | THỐNG KÊ VÀ XÁC SUẤT 


Chương X ĐXINGISUAII 


Trong chương này chúng ta sẽ tìm hiểu một số khái niệm cơ bản trong xác suất là phép thử ngẫu nhiên, không gian 
mẫu, biến cố, biến cố đối và công thức tính xác suất của biến cố. 


Xác suất là một công cụ được nhiều nhà đầu tư sử dụng để phân tích thị trường chứng khoán nhằm tìm ra 
phương án kinh doanh hiệu quả. 


(đệ Học xong chương này, bạn có thể: 


- Nhận biết được một số khái niệm về xác suất cổ điển: phép thử ngẫu nhiên, không gian 
mẫu và biến cố. 

- Tính được xác suất của biến cố bằng phương pháp tổ hợp và sử dụng sơ đồ hình cây. 

- Hiểu được ý nghĩa và các tính chất cơ bản của xác suất. 


- Nhận biết được khái niệm biến cố đối và tính được xác suất của biến cố đối. 


Bài 1. Không gian mẫu và biến cố 


Từ ldhoá: Phép thử ngẫu nhiên; Không gian mẫu; Biến cố; Kết quả thuận lợi. 


®) Ta thường gặp những hoạt động mà không thể đoán trước được kết quả của nó mặc 
dù biết được tất cả các kết quả có thể xảy ra, ví dụ như khi ta gieo một con xúc xắc, 
tung đồng xu, ... Trong bài này, ta sẽ tìm hiểu các hoạt động trên theo quan niệm 
của xác suất cổ điển. 


1. Phép thử ngẫu nhiên và không gian mẫu 


@® Ba bạn An, Bình, Cường đang chơi cùng với nhau. An gieo một 
lá con xúc xắc 6 mặt cân đối (viết tắt là xúc xăc) hai lần. Nếu kết 
quả hai lần gieo ra hai mặt có số chấm khác nhau thì Bình thắng. 
Ngược lại, nêu kết quả hai lần gieo ra hai mặt có số châm giống 

nhau thì Cường thăng. 


a) Trước khi An gIeo con xúc xắc, có thể biết bạn nào sẽ chiến Hình 1 

thăng không? 

b) Liệt kê tất cả các kết quả có thê xảy ra đối với số chấm xuất hiện trong hai lần gieo. 
Ở hoạt động trên, trước khi An gieo xúc xắc ta không thê biết được kết quả nào có thể xảy ra. 


Có thê cả hai lần tung đêu ra mặt có sô châm giông nhau, hoặc hai lân tung ra hai mặt có 
sô châm khác nhau. Ta nói răng An đã thực hiện một phép thứ ngâu nhiên. 


° c 2 Z SA h #35 “E , § ổñ#ứ£ ^ ` ^ Â + Á , 
Phép thứ ngâu nhiên (gọi tắt là phép thủ) là một hoạt động mà ta không thê biệt trước 
được kết quả của nó. 

Tập hợp tất cả các kết quả có thê có của phép thử ngẫu nhiên được gọi là không gian mẫu. 
kí hiệu là Ô. 
Chú ý: Trong chương này ta chỉ xét các phép thử mà không gian mẫu gồm hữu hạn phân tử. 
Ví dụ 1 
Một đồng xu có hai mặt, trên một mặt có ghi giá trị của 


đồng xu, thường gọi là mặt sắp, mặt kia là mặt ngửa. Hãy 
xác định không gian mẫu của mỗi phép thử ngẫu nhiên sau: 


——.- —_—= 
Giải 

a) Khi tung đồng xu một lần, ta có không gian mẫu là O = {Š; W}, trong đó kí hiệu $ để 

chỉ đông xu xuât hiện mặt sâp và M đê chỉ đông xu xuât hiện mặt ngửa. 


b) Khi tung đồng xu hai lần, ta có không gian mẫu là O = {Š$S: $N: NS: NN}. 
Ở đây ta quy ước ŠX có nghĩa là lần đầu tung được mặt sắp, lần sau tung được mặt ngửa. 
Các kí hiệu SS, MS, NN được hiểu một cách tương tự. 


Ví dụ 2 
Trong hộp có bốn quả bóng được đánh số từ 1 đến 4. 
Hãy xác định không gian mẫu của các phép thử sau: 


a) Lẫy ngẫu nhiên một quả bóng: 
b) Lây ngẫu nhiên cùng một lúc hai quả bóng: 
c) Lấy ngẫu nhiên lần lượt hai quả bóng. 

Giải 


a) Không gian mẫu O© = ƒ1; 2; 3; 4}. 
b) Do mỗi lần ta lấy hai quả bóng mà không tính đến thứ tự nên không gian mẫu sẽ gồm 
các tập con gồm hai phân tử của tập hợp {1; 2; 3; 4}, tức là: 

(= ({1; 2}; {1, HN): (2:4): (2;4)). 
c) Do hai quả bóng được lấy lần lượt nên ta cần phải tính đến thứ tự lấy bóng. Nếu 
lần đầu lây được bóng số 3, lần sau lây được bóng số 1 thì ta sẽ kí hiệu kết quả của 
phép thử là cặp (3; 1). Khi đó không gian mẫu của phép thử là: 

@ ={q; 2); @; D; (; 3); (3; 1); (1; 4); (4; 1); 

(2; 3); 3; 2); (2; 4); (4; 2); (3; 4); (4; 3)}. 


Đ Tìm không gian mẫu của phép thử thực hiện ở J—) 


Lẫy ngẫu nhiên một quả bóng từ hộp ở Ví dụ 2, xem số, sau đó trả lại hộp, trộn đều rồi 
lại lây ngẫu nhiên một quả bóng từ hộp đó. Hãy xác định không gian mẫu của phép thử 
hai lân lây bóng này. 


2. Biến cố 
m1 - 
a) Nêu kêt quả của phép thử là (2; 3) thì ai là người chiên thăng? 
b) Hãy liệt kê tất cả các kết quả của phép thử đem lại chiến thắng cho Cường. 
Ta thấy sự kiện 4: “Cường giành chiến thắng” xảy ra khi và chỉ khi kết quả hai lần gIeO 


là (1; 1), (2; 2), Ó; 3)› (4; 4). (5; 5), (6; 6). Do đó, ta có thê đồng nhất 4 với tập hợp gồm 
các kết quả trên và VIẾt: 


= {(1; l); (2; 2); @; 3); (4; 4); G; 5); (6; 6)}. 


Mỗi tập con của không gian mẫu được gọi là một biến có, kí hiệu là 4, B, C,... 


Một kết quả thuộc 4 được gọi là kết quả làm cho 44 xảy ra, hoặc kết quả thuận lợi cho A. 


Ví dụ 3 
Xét phép thử gieo hai con xúc xắc. 


a) Hãy xác định không gian mẫu của phép thử. 


b) Viết tập hợp mô tả biến có “Tông số chấm xuất hiện trên hai con 
xúc xắc băng 4”. Có bao nhiêu kêt quả thuận lợi cho biên cô đó? Hình 4 
Giải 
a) Kết quả của phép thử là một cặp số (7; /), trong đó ¿ và 7 lần lượt là số chấm xuất hiện 
trên con xúc xăc thứ nhât và thứ hai. 
Không gian mẫu của phép thử là: 
@= {Q; D); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5); (1; 6); 
(2; L); (2; 2); (2; 3); (2; 4); (2; 5); (2; 6); 
G; L); (3; 2); (3; 3); @; 4); (3; 5); (3; 6); 
(4; L); (4; 2); (4; 3); (4; 4); (4; 5); (4; 6); 
(5; L); (5; 2); (S; 3); 6; 4); Š; 5); (S; 6); 
(6; 1); (6; 2); (6; 3); (6; 4); (6; 5); (6; 6)}. 
Ta cũng có thể viết không gian mẫu dưới dạng: 
O= Í. jñ n=.: ..v0), 
b) Gọi 4 là biên cô “Tông sô châm xuât hiện băng 4”. Tập hợp mô tả biên cô 41 là: 
[( 2c “Cha 
Như vậy có ba kêt quả thuận lợi cho biên cô 44. 
Đ Trong phép thử gieo hai con xúc xắc, gọi Ö là biến có “Xuất hiện hai mặt có cùng số chấm” 
Ê và C là biên cô “Số châm xuất hiện ở con xúc xắc thứ nhất gấp 2 lần số chấm xuất hiện 
ở con xúc xăc thứ ha[”. 
a) Hãy xác định biến cô 8 và C bằng cách liệt kê các phân tử. 
b) Có bao nhiêu kết quả thuận lợi cho 7Ø và bao nhiêu kết quả thuận lợi cho C? 
® Trong phép thử gieo hai con xúc xắc, có bao nhiêu kết quả thuận lợi cho mỗi biến cô sau? 
D: “Tông sô châm xuât hiện trên hai con xúc xắc nhỏ hơn 13”; 
E: “Tông số chấm xuất hiện trên hai con xúc xắc băng 13”. 
Biến có D luôn xảy ra, ta nói D là biến cỗ chắc chắn. 
Biến có Ƒ không bao giờ xảy ra, ta nói E là biến cỗ không thể. 


Biên cô chắc chăn là biên cô luôn xảy ra, kí hiệu là Ô. 
.Ã Ẩ ˆ + ` + Ẫ Ẫ la “` ° , ˆˆ AÍ 
Biên cô không thê là biên cô không bao giờ xảy ra, kí hiệu là @. 


Đôi khi ta cân dùng các quy tắc đêm và công thức tô hợp đê xác định sô phân tử của 
không gian mâu và sô kêt quả thuận lợi cho môi biên cô. 


Ví dụ 4 
Một nhóm có 5 bạn nam và 4 bạn nữ. Chọn ngẫu nhiên cùng một lúc ra 3 bạn đi làm 
công tác tình nguyện. 
a) Hãy xác định số phần tử của không gian mẫu. 
b) Hãy xác định số các kết quả thuận lợi cho biến cô ““Irong 3 bạn được chọn có đúng 
2 bạn nữ”. 
Giải 
a) Do ta chọn ra 3 bạn khác nhau từ 9 bạn trong nhóm và không tính đến thứ tự nên số 


phân tử của không gian mẫu là Œỷ = §4. 

b) Ta có Gói cách chọn ra 2 bạn nữ từ 4 bạn nữ. Ứng với mỗi cách chọn 2 bạn nữ có đe 
cách chọn ra l bạn nam từ 5 bạn nam. 

Theo quy tắc nhân ta có tất cả Œ : _. cách chọn ra 2 bạn nữ và l bạn nam từ nhóm bạn. 

Do đó số các kết quả thuận lợi cho biến có ““[rong 3 bạn chọn ra có đúng 2 bạn nữ” là 


C?C) =30. 


Trong Ví dụ 4, hãy xác định số các kết quả thuận lợi cho biến cố: 
a) ““Irong 3 bạn được chọn có đúng một bạn nữ”; 


b) “Trong 3 bạn được chọn không có bạn nam nào”. 


| BÀITẬP ` TẬP 


1, 


Chọn ngẫu nhiên một số nguyên dương nhỏ hơn 100. 

a) Hãy mô tả không gian mẫu. 

b) Gọi 4 là biến cô “Số được chọn là số chính phương”. Hãy viết tập hợp mô tả biến cô 4. 
c) Gọi Ö là biến cô “Số được chọn chia hết cho 4”. Hãy tính số các kết quả thuận lợi cho Ö. 
Trong hộp có 3 tâm thẻ được đánh số từ 1 đến 3. Hãy xác định không gian mẫu của các 
phép thử: 

a) Lẫy I thẻ từ hộp, xem số, trả thẻ vào hộp rôi lại lấy tiếp [ thẻ từ hộp; 

b) Lẫy [ thẻ từ hộp, xem số, bỏ ra ngoài rôi lại lây tiếp một thẻ khác từ hộp; 

c) Lấy đồng thời 2 thẻ từ hộp. 

Gieo hai con xúc xắc. Hãy tính số các kết quả thuận lợi cho biến cố: 

a) “Số châm xuất hiện trên hai con xúc xắc hơn kém nhau 3 chấm”; 

b) “Tích số chấm xuất hiện trên hai con xúc xắc chia hết cho 5”; 

c) “Tổng số châm xuất hiện trên hai con xúc xắc là số lẻ”. 

Xếp 4 viên bi xanh và 5 viên bi trắng có các kích thước khác nhau thành một hàng ngang 
một cách ngẫu nhiên. Hãy tính số các kết quả thuận lợi cho biến cố: 

a) “Không có hai viên bi trắng nào xếp liền nhau”; 


b) “Bôn viên bị xanh được xêp liên nhau”. 


k1 2 Zz r./ 2 ©e Af r./ 
Bài Z. Xác suät của biến cö 
Từ ldoá: Biến cố đối; Xác suất của biến cố. 
®) Lấy ra ngẫu nhiên đồng thời 2 viên bi từ một hộp có chứa 5 bi xanh và 5 bi đỏ có 
cùng kích thước và trọng lượng. Biến cố lấy được 2 viên bi cùng màu hay 2 viên bi 


khác màu có khả năng xảy ra cao hơn? Trong bài này ta sẽ tìm hiểu công thức tính 
xác suất để có thể so sánh được khả năng xảy ra của hai biến cố trên. 


1. Xác suất của biến cố 
®© Gieo một con xúc xắc cân đối và đồng chất. Hãy so sánh khả năng xảy ra của hai biến có: 
4: “Mặt xuất hiện có số chấm là số chẵn”; 
B: “Mặt xuất hiện có số chấm là số lẻ”. 
Do con xúc xắc được chế tạo cân đối và đồng chất nên các mặt của nó đều có cùng khả năng 
xuất hiện. Không gian mẫu của phép thử trên là: 
€@= {1;2; 3; 4; 5; 6}. 
Tập các kết quả thuận lợi cho biến cô 44 là: 


A={2;4; 6}. 
TY: :.n ".. „ —— —- Ä 
Khi đó tỉ sô P: = được gọi là xác suát của biên cô A. 


Một cách tổng quát, ta có định nghĩa: 


` 7 
- = 
có ` 


# Giả sử một phép thử có không gian mẫu O gôm hữu hạn các kết quả có cùng khả năng 
xảy ra và 4 là một biên cô. 


Xác suất của biến cô A là một số, kí hiệu là P(4), được xác định bởi công thức: 


trong đó: z4) và ñ(O) lần lượt kí hiệu số phần tử của tập 4 và ©. 


Chú ý: 

° Định nghĩa trên được gọi là định nghĩa cô điên của xác suât. 
s° Với mọi biến cô 4, 0< P(1) < 1. 

° P(O) = 1, P(Ø) = 0. 


Xác suât của môi biên cô đo lường khả năng xảy ra của biên cô đó. Biên cô có khả năng xảy 
ra càng cao thì xác suât của nó càng gân Ï. 


Ví dụ 1 
Hộp thứ nhất đựng 4 tâm thẻ cùng loại được đánh số từ 1 đến 4. Hộp thứ hai đựng 6 tâm thẻ 
cùng loại được đánh số từ 1 đến 6. Lây ra ngẫu nhiên từ mỗi hộp một tấm thẻ. 
a) Hãy xác định không gian mẫu của phép thử. 
b) Gọi 4 là biến cô “Hai thẻ lấy ra có cùng số”. Hãy liệt kê các kết quả thuận lợi cho 44 
và tính xác suất của biến cô 4. 
c) Gọi Ö là biến cô “Tổng hai số trên hai thẻ lấy ra lớn hơn 8”. Hãy liệt kê các kết quả 
thuận lợi cho Ö và tính xác suất của biến có Ö. 
Giải 
a) Kết quả của mỗi lần thử là một cặp (¡; 7) với ¡ e {l; 2; 3; 4} là số trên thẻ lây ra từ 
hộp thứ nhất và j e ƒ1; 2; 3; 4; 5; 6} là số trên thẻ lấy ra từ hộp thứ hai. Không gian mẫu 
của phép thử là: 
@= {; D); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5); (1: 6); 
(2; L); (2; 2); (2; 3); (2; 4); @; 5); (2; 6); 
@; L); (3; 2); ®; 3); G; 4); (3; 5); (3; 6); 
(4; 1); (4; 2); (4; 3); (4; 4); (4 5); (4; 6);. 
b) Không gian mẫu gồm có 24 kết quả, tức là z(O) = 24. 
Biến có 4 = {(1; 1); (2; 2); (3: 3); (4; 4)}. 


Số các kết quả thuận lợi cho 44 là (4) = 4. Do đó, xác suất của biến có 4 là: 
4 1 
P(4) 


ã> ug 2š 
c) Biến cô 8 = {(; 6); (4; 5); (4; 6)}. 

Số các kết quả thuận lợi cho 7Ø là ø(ð) = 3. Do đó, xác suất của biến cô Ö là: 
. 

= 

Giieo hai con xúc xắc cân đối và đồng chất. Tính xác suất của các 
biên cô: 


P(B) 


a) “Hai mặt xuât hiện có cùng sô châm”; 


b) “Tông sô châm trên hai mặt xuât hiện băng 9”. 


Hình 1 


Ví dụ 2 


Trong hộp có 5 viên bi xanh và 7 viên bi trắng có kích thước và khối lượng như nhau. 
Ta lây hai viên bi băng hai cách như sau: 

‹ Cách thứ nhất: Lẫy ngẫu nhiên một viên bi, xem màu rồi trả lại hộp. Sau đó lại lây một 
viên bi một cách ngẫu nhiên. 


‹ Cách thứ hai: Lấy cùng một lúc hai viên bi từ hộp. 


Gọi 4 là biến có “Cả hai lần đều lấy được bi màu trăng”. Với cách lấy bi nào thì biến cố 
A có khả năng xảy ra cao hơn? 

Giải 
Theo cách lấy bi thứ nhất, áp dụng quy tắc nhân ta có số phần tử của không gian mẫu 
là n(O) = 12.12 = 144. 
Số khả năng thuận lợi cho 4 là n(4) = 7.7 = 49. 
Do đó xác suất của biến cô 44 theo cách lấy bi thứ nhất là _ 


Theo cách lấy bi thứ hai, số phần tử của không gian mẫu là ø(Q) = Cỷ = 66. 


Số khả năng thuận lợi cho 4 là ø(4) = CŸ = 21. 


Do đó xác suất của biến cô 41 theo cách lấy bi thứ hai là = = = 
` 49 7 ^ l9) S‹ L$ . z L$ é 1 *Ấ LỆ z 3. 2 
Vì TEPI > mm nên với cách lây bị thứ nhât thì biên cô 44 có khả năng xảy ra cao hơn. 


Go) Hãy tính xác suât của hai biên cô được nêu ra ở hoạt động khởi động của bài học. 


2. Tính xác suốt bằng sơ đồ hình cây 
Trong chương VIII, chúng ta đã được làm quen với phương pháp sử dụng sơ đồ hình cây để 
liệt kê các kết quả của một thí nghiệm. Ta cũng có thê sử dụng sơ đồ hình cây đề tính xác suất. 
Ví dụ 3 


Tung một đông xu cân đôi và đông chât 3 lân liên tiệp. Tính xác suât của biên cô 4: 
“Trong 3 lân tung có ít nhât 2 lân liên tiêp xuât hiện mặt sâp”. 


Giải 
Kí hiệu Sn ếu tung Nợ mạn n Nneu Lân I Lân 2 Lân3 Kêtquả 4 „ ra 
tung được mặt ngửa. Các kết quả có thể S << F xà m 
xảy ra trong 3 lần tung được thể hiện ở < N SSN có 
sơ đô hình cây như Hình 2. : S SNS không 
Có tất cả § kết quả có thể xảy ra, trong <= N SNN_ không 
đó có 3 kết quả thuận lợi cho 4. Do đó: S NSS tố 


S 
3 bsSẾ NÑ NSN không 
P(A)=>.. N 
là N << S NNS không 
N NNN không 
Hình 2 


© Ba bạn Lan, Mai và Đào đặt thẻ học sinh của mình vào một hộp kín, sau đó mỗi bạn 
2 lây ngẫu nhiên một thẻ từ hộp. Tính xác suất của biến cô “Không bạn nào lây đúng thẻ 
của mình”. 


3. Biến cố đối 


Một hộp có 10 tâm thẻ giống nhau được đánh số lần lượt từ 1 đến 10. Chọn ra ngẫu nhiên 
cùng một lúc 3 thẻ. Tính xác suất của biến cô tích các sô ghi trên 3 thẻ đó là sô chăn. 


Cho 4 là một biến có. Khi đó biến có “Không xảy ra 4”, kí hiệu là 4 , được gọi là biến 
£4 £4 S° kÀ 
cô đổi của A. 


A =O\4: P(4)+ P(A) =1. 


Ví dụ 4 
Gieo đông thời ba con xúc xăc cân đôi và đông chât. Gọi 44 là biên cô ““Iích sô châm ở 
mặt xuât hiện trên ba con xúc xắc đó là sô chăn”. 


a) Hãy tìm biến có đối của biến có 4. 
b) Hãy tính xác suât của biến có 4. 
Giải 
a) Biến có đối của biến cô 4 là biến có ““Tích các số chấm ở mặt xuất hiện trên ba con 
xúc xắc đó là số lẻ”. 
b) Tổng số kết quả có thể xảy ra của phép thử là ø (@)=© 
A xảy ra khi mặt xuất hiện trên cả ba con xúc xắc đều có số chấm là số lẻ. Số kết quả 
thuận lợi cho 4 là (4) = 3`. 


Xác suất của biến có 4 là P( 4) = Ey==-. 


Ọ Giieo đông thời ba con xúc xăc cân đôi và đông chât. Tính xác suât của các biên cô: 
a) ““Tích các sô châm ở mặt xuât hiện trên ba con xúc xăc chia hêt cho 3”; 


b) “Tông các sô châm ở mặt xuât hiện trên ba con xúc xăc lớn hơn 4”. 


Đ Trong hộp có 3 bi xanh, 4 bi đỏ và 5 bi vàng có kích thước và khối lượng như nhau. 
" Lấy ngẫu nhiên từ trong hộp 4 viên bi. Tính xác suất để trong 4 bi lấy ra: 
a) có ít nhất 1 bi xanh. 


b) có ít nhất 2 bi đỏ. 


4. Nguyên lí xác suất bé 


/® Có 1 hạt gạo nếp năm lẫn trong một cái thùng chứa 10 kg gạo tẻ. Lẫy ngẫu nhiên l hạt 
gạo từ thùng. Theo bạn, hạt gạo lấy ra là gạo tẻ hay gạo nếp? 


Trong thực tê, các biên cô có xác suât xảy ra gân băng l thì gân như là luôn xảy ra trong một 
phép thử. Ngược lại, các biên cô mà xác suât xảy ra gân băng 0 thì gân như không xảy ra 
trong một phép thử. 

Trong LÍ thuyêt Xác suât, Nguyên lí xác suât bé được phát biêu như sau: 

Nêu một biên cô có xác suát rât bé thì trong một phép thử, biên cô đó sẽ không xảy ra. 

Ví dụ như khi một con tàu lưu thông trên biên, xác suât nó bị đăm là sô dương. Tuy nhiên, 
nêu tuân thủ các quy tắc an toàn thì xác suât xảy ra biên cô này là rât nhỏ, con tàu có thê 
vên tâm hoạt động. 

Nêu một nhà sản xuât tuyên bô tỉ lệ gây sôc phản vệ nặng khi tiêm một loại vắc xin là rât 
nhỏ, chỉ khoảng 0,001, thì có thê tiêm vặc xin đó cho mọi người được không? Câu trả lời 
là không, vì sức khoẻ và tính mạng con người là vô giá, nêu tiêm loại văc xin đó cho hàng 
tỉ người thì khả năng có nhiêu người bị sôc phản vệ nặng là rât cao. 


BÀI TẬP 


1. Tung ba đông xu cân đôi và đông chât. Xác định biên cô đôi của môi biên cô sau và tính 
xác suât của nó. 


a) “Xuất hiện ba mặt sắp”; b) “Xuất hiện ít nhất một mặt sắp”. 
2. Gieo hai con xúc xắc cân đôi và đồng chất. Tính xác suất của mỗi biến có sau: 

a) “Tổng số chấm xuất hiện nhỏ hơn 10”; _ b) “Tích số chấm xuất hiện chia hết cho 3”. 
3. Hộp thứ nhất đựng 1 thẻ xanh, 1 thẻ đỏ và 1 thẻ vàng. Hộp thứ hai đựng 1 thẻ xanh và I thẻ 


đỏ. Các tâm thẻ có kích thước và khối lượng như nhau. Lần lượt lấy ra ngẫu nhiên từ mỗi 
hộp một tắm thẻ. 

a) Sử dụng sơ đồ hình cây, hãy liệt kê tất cả các kết quả có thê xảy ra. 

b) Tính xác suất của biến có “Trong 2 thẻ lấy ra có ít nhất 1 thẻ màu đỏ”. 

4. Trong hộp có một số quả bóng màu xanh và màu đỏ có kích 
thước và khối lượng như nhau. An nhận thấy nếu lấy ngẫu 
nhiên hai quả bóng từ hộp thì xác suất để hai quả này khác 
màu là 0,6. Hỏi xác suất để hai quả bóng lây ra cùng màu là 
bao nhiêu? 


5. Năm bạn Nhân. Lễ, Nghĩa, Trí và Tín xếp một cách ngẫu nhiên Hình 3 
thành một hàng ngang đề chụp ảnh. Tính xác suất của biến có: 


a) “Nhân và Tín không đứng cạnh nhau”; 
b) “Trí không đứng ở đầu hàng”. 


1. Chọn ngẫu nhiên một sô nguyên dương có 
ba chữ sô. 


a) Hãy mô tả không gian mẫu. 

b) Tính xác suất của biến cô “Số được chọn 
là lập phương của một số nguyên”. 

c) Tính xác suất của biến cô “Số được chọn 
chia hết cho 5”. 

Gieo bốn đồng xu cân đối và đồng chất. 

Xác định biến có đối của mỗi biến cô sau 

và tính xác suất của nó. 

a) “Xuất hiện ít nhất ba mặt sấp”; 


b) “Xuất hiện ít nhất một mặt ngửa”. 


3. Gieo ba con xúc xắc cân đôi và đông chât. 


Tính xác suât của mối biên cô sau: 
a) “Tông sô châm xuât hiện nhỏ hơn Š”; 


b) “Tích số chấm xuất hiện chia hết cho 5”. 


4. Hộp thứ nhất chứa 4 viên b¡ xanh, 3 viên 


bi đỏ. Hộp thứ hai chứa 5 viên bị xanh, 

2 viên bị đỏ. Các viên bị có kích thước 

và khôi lượng như nhau. Lây ra ngâu 

nhiên từ mỗi hộp 2 viên bị. Tính xác 

suât của môi biên cô sau: 

a) “Bôn viên bị lây ra có cùng màu”; 

b) “Trong 4 viên bị lây ra có đúng Ï viên 
bi xanh”; 

c) “Trong 4 viên bị lây ra có đủ cả bi xanh 
và bị đỏ”. 

Một nhóm học sinh được chia vào 4 tô, 

mồi tô có 3 học sinh. Chọn ra ngâu nhiên 

từ nhóm đó 4 học sinh. Tính xác suât của 

mối biên cô sau: 

a) “Bôn bạn thuộc 4 tô khác nhau”; 

b) “Bôn bạn thuộc 2 tô khác nhau”. 


6. 


8. 


h 


Một cơ thê có kiểu gen là AaBbDdEe, các 
cặp alen nằm trên các cặp nhiễm sắc thể 
tương đồng khác nhau. Chọn ngẫu nhiên 
một giao tử của cơ thể sau khi giảm phân. 
Giả sử tất cả các giao tử sinh ra có sức sông 
như nhau. Tính xác suất để giao tử được 
chọn mang đây đủ các alen trội. 


Sắp xêp 5 tâm thẻ cùng loại được đánh 

sô từ I đên 5Š một cách ngẫu nhiên đê tạo 

thành một sô tự nhiên z có Š chữ sô. Tính 

xác suât của mỗi biên cô sau: 

a) “a là số chăn”; 

b) “a chia hêt cho 5”); 

c) “a > 32 000”; 

đ) “Trong các chữ sô của a không có 2 chữ 
sô lẻ nào đứng cạnh nhau”. 


Lớp 10A có 20 bạn nữ, 25 bạn nam. Lớp 
10B có 24 bạn nữ, 2l bạn nam. Chọn ngẫu 
nhiên từ mỗi lớp ra 2 bạn đi tập văn nghệ. 
Tính xác suất của mỗi biến cô sau: 

a) “Trong 4 bạn được chọn có ít nhất I bạn 


392 


nam”; 


b) “Trong 4 bạn được chọn có đủ cả nam 


~.32 


và nữ”. 
Trong hộp có 5 bóng xanh, 6 bóng đỏ và 
2 bóng vàng. Các quả bóng có kích thước 
và khối lượng như nhau. Lấy 2 bóng từ 
hộp, xem màu, trả lại hộp rồi lại lấy tiếp 
I bóng nữa từ hộp. Tính xác suất của mỗi 
biến có sau: 
a) “Ba bóng lấy ra cùng màu”; 
b) “Bóng lấy ra lần 2 là bóng xanh”; 


c) “Ba bóng lây ra có 3 màu khác nhau”. 


HOẠT ĐỘNG THỰC HÀNH 
VÀ TRẢI NGHIÊM 


BÀI Ï. VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ BẬC HAI 
BẰNG PHẦN MÊM 


C5eœCsebra 


Hỗ sơ Chỉnh sửa Hiểnthị Các tùy chọn Các công cụ Cửa số Trợ giúp 


B]S22 500 20s; , 
» Hiến thị danh sách đổi tượng * Nga ^^ >———— 


#“ec«v 


MỤC TIỂU 
— Thực hành sử dụng phần mềm GeoGebra đề vẽ đồ thị của hàm số bậc hai y=ax# + bx+c 
trên mặt phăng toạ độ. 
— Xem xét sự thay đổi hình dạng của đồ thị hàm số bậc hai (parabol) khi thay đồi các hệ số 
a, b, c trong công thức hàm sô. 
- Ôn tập và minh hoạ các tính chất đã học về hàm số bậc hai. 
— Thực hành sử dụng phần mềm để thiết kế đồ hoạ liên quan đến đồ thị hàm bậc hai. 
CHUẨN BỊ 
— Máy tính xách tay có cài đặt GeoGebra hoặc có kết nối Internet. 
— Máy chiều hoặc màn hình ti vi lớn. 
- Thực hành trong phòng máy nếu các trường có điều kiện. 
— Sách giáo khoa Toán 10. 


HƯỚNG DÂN CHỨC NĂNG CỦA GEOGEBRA 
Đề vẽ đồ thị trên GeoGebra ta thực hiện các thao tác trên bốn vùng sau: 
I. Vùng chứa các thanh công cụ; 
2. Vùng hiền thị danh sách các đối tượng; 
3. Vùng làm việc: chứa đồ thị vẽ được và các thanh trượt biểu thị các hệ số a, Ð, c; 


4. Vùng nhập lệnh: đề nhập công thức các hàm số và biêu thức. 
Vùng chứa các 
thanh công cụ 


Vùng hiền thị ty =x°- 


Z5 ® A“=(1.5-0.25) 
đôi tượng 


Hỗ sơ Chỉnh sửa Hiểnthí Các tùy chọn Các công cụ Cửa số Trợ giúp 


Nhập lệnh: ⁄(x)=sx^2+L› x+c| g ‡| ở 


Hình 1. Các vùng làm việc của GeoGebra Classic 5 


Vùng nhập lệnh 


TỔ CHỨC HOẠT ĐỘNG 


HOẠT ĐỘNG 1. Vẽ đồ thị hàm số y = ax2 + bx + c với a, b, c nhập từ bàn phím 


Ví dụ: Vẽ đồ thị hàm số y = x?— 3x + 2. 
1. Khởi động phân mềm đã cài đặt trên máy tính hoặc 
truy cập vào trang web: https://www.geogebra.org đề sử 
dụng phiên bản online. 
2. Các bước thao tác trên GeoGebra: 
Nhập phương trình bậc hai theo cú pháp y=x^2-3x+2 
vào vùng nhập lệnh (Hình 2). 

| Nhập lệnh: y=x^2-3x+2 g $. 

Hình 2 


Ta có ngay parabol trên vùng làm việc như Hình 3. 


Đ Vẽ đồ thị các hàm số bậc hai sau: 
a) y=—xˆ+4x-3; b)y=x “+2; 


9)y=2x)+x#l: đ) y=xˆ-4x+4. 


HOẠT ĐỘNG 2. Vẽ parabol với tham số thay đổi bằng thanh trượt 


1. Khởi động phần mềm đã cài đặt trên máy tính hoặc truy cập vào trang web: 
https://www.geogebra.org để sử dụng phiên bản online. 
2. Các bước thao tác trên GeoGebra: 


— Tạo các thanh trượt biểu thị các tham số z, b, e bằng 


cách nhấp chuột liên tiếp vào thanh công cụ .*z2. „ và Vào ——— >> 
vị trí màn hình nơi mà ta muốn đặt thanh trượt + (Hình 4). b=-3 

_ÖỮFỀồ.Ặộ..ộỘ Ồ ộ SỐ 
- Nhập công thức hàm số bậc hai y = ax? + bx + c tại ¬. 


vùng nhập lệnh theo cú pháp: y = ax^2 + bx + c. —.__ 
- Nhập công thức A = ð2— 4ac bằng cách gõ: D = bA2 - 4ac. 
— Quan sát đồ thị được vẽ trên vùng làm việc: 


* Hiển thị danh sách đối tượng ** | * Vũng lâm việc 
| j| jiAC*= sức: 


— Dùng chuột điều chỉnh các thanh trượt a, b, e đề có 1á trỊ mong muốn. 


— Quan sát sự thay đôi của hình dạng đồ thị (parabol) và A theo sự thay đôi các hệ số a, b, c 
trong công thức hàm sô. 


— Chụp màn hình đề có kết quả làm báo cáo, thu hoạch, trình chiếu. 


3. Nêu các kết luận về tính chất của đồ thị quan sát 
được trên hình vẽ. 


- 
'tindfr- 
Đ Điều chỉnh a, b, c đê vẽ được nhiều dạng parabol L EiP niin G77 
khác nhau: 1} | AAAYjN j 
a) y=x?—3x+2; b) y=xˆ: | LAI VA VD LÍ 
Đa đơn ỐC 


S)y=~xˆ+4, L 
lễ Vi 
BE IIIRNI 


Hình 6 


HOẠT ĐỘNG 3. Vẽ cổng chào hình parabol 


Một công chào hình parabol có chiều cao là 7,6 m và khoảng cách giữa hai chân công là 9 m. 

Hãy vẽ parabol đó. 

Hướng dẫn: 

— Ta chọn hệ toạ độ đề parabol có phương trình y = -ax°+h. 

— Ta có: h = 7,6 m; đ= 9 m, suy ra điểm M(4.5; 0) thuộc 

parabol. 

— Thay toạ độ điểm Ä⁄ vào phương trình parabol ta tính được 
7,6 


Ạ.S2 ~ 0,38. 


- Vậy phương trình của parabol là y =—0,38x” +7,6. Hình 7 


— Dùng GeoGebra theo cách vẽ đồ thị hàm số bậc hai đã hướng dẫn trong Hoạt động Ì, ta vẽ 
được parabol biêu diễn cổng chào như Hình §. 


Hình 8 


Đ Hãy tự thiết kế một cổng chào hình parabol. 


BÀI 2. VẼ BA ĐƯỜNG CONIC 
BẰNG PHẪN MÊM 


C5eœCsebro 


BEURBMNEBRS\N 


LEDEEEKIE 


MỤC TIÊU 
- Thực hành sử dụng phần mềm GeoGebra Classic 5 đề vẽ elip, hypebol, parabol trên mặt 
phăng toạ độ. 


— Xem xét sự thay đổi hình dạng của các đường khi thay đổi các tham số trong phương 
trình chính tắc. 


- Ôn tập và minh hoạ các tính chất đã học về ba đường corc. 


—- Thực hành sử dụng phần mềm đề thiết kế đồ hoạ liên quan đến ba đường conic. 


CHUẨN BỊ 


— Máy tính xách tay có cài đặt GeoGebra Classic 5 hoặc có kết nối Internet. 
— Máy chiếu hoặc màn hình ti vi lớn. 
- Thực hành trong phòng máy nếu các trường có điều kiện. 


— Sách giáo khoa Toán 10. 


HƯỚNG DẪN CHỨC NĂNG CỦA GEOGEBRA 


Đề vẽ đồ thị trên GeoGebra ta thực hiện các thao tác trên bốn vùng sau: 
I. Vùng chứa các thanh công cụ; 

2. Vùng hiền thị danh sách các đối tượng; 

3. Vùng làm việc: chứa đồ thị vẽ được; 


4. Vùng nhập lệnh: đề nhập phương trình các đường conic muốn vẽ. 


Hỏ sơ Chỉnh sửa Hiểnthí Các tủy chọn Các công cụ Cửa số Trợ giúp 


SEZBIS651REĐ 


Vùng chứa các 
thanh công cụ 


Vùng hiền thị :ysxh- 


r3 ® A=(1.5, -0.28) 
đôi tượng 


Vùng nhập lệnh 


TỔ CHỨC HOẠT ĐỘNG 


1. Khởi động phần mềm GeoGebra Classic 5 đã cài đặt trên máy tính hoặc truy cập vào trang 
web https://www.geogebra.org để sử dụng phiên bản online. 


Nhập lệnh: (x)=s x^2+)› :+c| g‡| ở 


Hình 1. Các vùng làm việc của GeoGebra Classic 5 


2. Các bước thao tác trên GeoGebra: 


HOẠT ĐỘNG 1. Vẽ elip bằng phần mềm GeoGebra 


2 2 
A. Vẽ elip theo phương trình chính tắc “—+“- 
a 


2 


3) 
Ví dụ: Vẽ elip có phương trình = + £ —_ 


Hướng dẫn: Hỗ sơ Chỉnh sửa Hiển thị Các tủy chọn Các công cụ Cửa sổ Trợ giúp 
: _... . 1. R22 „h5 @Ø 4N $, 

— Nhập phương trình elip theo cú pháp, sáausaonssensortưgng » vongtam ve 

xA^2/25 +y^2/9 = 1 vào vùng nhập lệnh. 

— Quan sát hình vẽ elip xuất hiện trên 

vùng làm việc (Hình 2). 


Nhập lệnh: x^2/25+y^2/9=1| ‡ 
Hình 2. Vẽ elip theo phương trình chính tắc 


2 2 2 2 
ñ) C—+ef' b) —+—=1; “- 
12 3 100 36 


B. Ứng dụng của elip trong thiết kế 


Ví dụ: Một gầm cầu có mặt cắt hình nửa elip cao 6 m rộng 20 m. Hãy vẽ elip biểu diễn mặt cắt đó. 


Hướng dẫn: 

x 2 
Ta có ø = 10, b = 6 nên elip có phương trình chính tắc n + Ấn = 
Thao tác: 


— Nhập phương trình elip theo cú pháp x^2/100 + y^2/36 = 1 {y>=0} vào vùng nhập lệnh. 
— Quan sát hình vẽ elip trên vùng làm việc (Hình 3). 


Hồ sơ Chỉnh sửa Hiển thị Các tùy chọn Các công cụ Cửa sổ Trợ giúp 


BESZ1IS65E x=E 


Hiên thị danh sách đối tượng '* Vùng làm việc _ 


'Nhập lệnh: x^2/400+y^2/36=1(y>=0 


— Vẽ trang trí mô phỏng theo thực tế: 


2 


Hình 4. Gâầm câu có dạng hình nửa elip 


Đ Thiết kế một đường hầm có mặt cắt hình nửa elip cao 4 m rộng 10 m. 


7 


Ø 
l 
<———— l0m————>: 


Hình 5. Đường hầm có mặt cắt hình nửa elip 


HOẠT ĐỘNG 2. Vẽ hypebol bằng phần mềm GeoGebra 


2 2 


A. Vẽ hypebol theo phương trình chính tắc TT. 
a 
x 2 
Ví dụ: Vẽ hypebol có phương trình TS. Si. 


Hướng dẫn: 
— Nhập phương trình hypebol theo cú pháp x^2/16-y^2/9=1 vào vùng nhập lệnh. 


— Quan sát hình vẽ hypebol xuất hiện trên vùng làm việc. 


Hồ sơ Chỉnh sửa Hiển thị Các tùy chọn Các công cụ Cửa sổ Trợ giúp 


IR]J^L1⁄1>..@jöol4N=/+, 


+ Hiển thị danh sách đói tượng 


_ Nhập lệnh: x^2/46-y^2/9z†| 


Hình 6. Vẽ hypebol theo phương trình chính tắc 


Ọ Vẽ các hypebol sau: 


2 2 2 ớ) 2 2 


8) ———=Ï TT 1: _..7 


10 6 Ể 


B. Ứng dụng của hypebol trong thiết kế 


Ví du: Môt tháp làm nguội củamôt HŠse Chỉnh sửa Hiển thị Các tùy chọn Các công cụ Cửa sổ Trợ giúp | 


nhà máy có mặt cắt hình hypebol [a] s^|~ÌL + 5 Gì) Ol4jN xá» 
x2 y Hiển thị danh sách đổi tượng | * Vùng làm việc 
có phương trình ———-——=l. Vẽ 


27 40 
hypebol biểu diễn mặt cắt đó. 


Hướng dẫn: 

— Nhập phương trình hypebol theo 
cú pháp xA2/27^2-y^2/40^2=1 vào 
vùng nhập lệnh. 


— Quan sát hình vẽ hypebol trên 


1 — 
Nhập lệnh: x^2/27^2-y^2/40^2=1| 
vùng làm việc (Hình 7). Hình 7 


— Vẽ trang trí mô phỏng theo thực tế: 


Ỳ===A.= `... 


Hình 8 


HOẠT ĐỘNG 3. Vẽ parabol bằng phần mềm GeoGebra 


A. Vẽ parabol theo phương trình chính tắc y =2px 
Ví dụ: Vẽ parabol có phương trình y = 8x. 
Hướng dẫn: 
— Nhập phương trình parabol theo cú pháp y^2=8x vào vùng nhập lệnh. 
— Quan sát hình vẽ parabol xuất hiện trên vùng làm việc (Hình 9). 
Hè Sơ Chỉnh sửa Hiển thị Các tùy chọn Các công cụ Cửa sổ Trợ giúp 


hj^ ~L>@Ø4N =9 


` Hiên thị danh sách đói tượng " Vùng làm việc 


Nhập lệnh: y^2=8x 


Hình 9. Vẽ parabol theo phương trình chính tắc 


Vẽ các parabol sau: 
a) yˆ= l6x; b) y=zx; c)yˆ=32x. 


B. Ứng dụng của parabol trong thiết kế 
Ví dụ: Thiết kế một chảo ăng ten có mặt cắt hình parabol, biết khoảng cách từ đỉnh của 


parabol đó tới đầu thu là n =]. 


Hỗ sơ Chỉnh sửa Hiển thị Các túy chọn Các công cụ Cửa số Trợ giúp 


Hướng dẫn: 

— Ta có phương trình của parabol là yˆ = 16x. 
— Nhập phương trình parabol theo cú 
pháp y^2=16x vào vùng nhập lệnh. 

— Quan sát hình vẽ parabol trên vùng làm việc 


(Hình 10). 


Hình 10 


— Vẽ trang trí mô phỏng theo thực tế: 


Hình 11 
Đ Thiết kế một choá đèn có mặt cắt hình parabol với kích thước được cho trong hình sau: 


Hình 12 


BẢNG GIẢI THÍCH THUẬT NGỮ 


Biến cố 
Mỗi tập con của không gian mẫu được gọi là 
một biến có, kí hiệu là 4, 8, C,... 
Biến có đối 
Cho 4 là một biến cố. Khi đó biến cố 
“Không xảy ra 4”, kí hiệu là 4, được gỌI 
là biến cố đối của 4. 
Biệt thức của tam thức bậc hai 

A =b” -4aạc. 
Chỉnh hợp 
Mỗi cách lấy & phần tử của 4 (1 < k< n) và 
sắp xếp chúng theo một thứ tự gọi là một 
chỉnh hợp chập & của ø phần tử đó. Số chỉnh 
hợp chập & của ø phần tử được kí hiệu là 4ƒ. 


Hoán vị 
Mỗi cách sắp xếp ø phần tử của 4 (ø > 1) 


theo một thứ tự gọi là một hoán vị các phần 
tử đó (gọi tắt là hoán vị của 4 hay của 0 
phần tử). Số hoán vị của ø phần tử được kí 
hiệu là P,. 

Kết quả thuận lợi 

Mỗi kết quả thuộc biến có 4 được gọi là một 
kết quả thuận lợi cho A4. 

Không gian mẫu 

Tập hợp tất cả các kết quả có thể có của 
phép thử ngẫu nhiên được gọi là không gian 
mẫu, kí hiệu là O. 

Mặt phẳng toạ độ Øxy 

Mặt phăng mà trên đó đã cho một hệ trục toạ 
độ Óxy 

Nghiệm của bất phương trình bậc hai 
một ân 

Là các giá trị của biến mà khi thay vào bất 
phương trình ta được bất đăng thức đúng. 
Nguyên lí xác suất bé 

Các biến cố có xác suất xảy ra gần bằng 0 
thì có thể coi như không xảy ra trong một 
phép thử. 


Phép thử ngẫu nhiên 

Phép thử ngẫu nhiên (gọi tắt là phép thử), 
là một hoạt động mà ta không thể biết trước 
được kết quả của nó. 


Quy tắc cộng 

Giả sử một công việc có thể được thực hiện 
theo phương án 44 hoặc Ö. Phương án 4 có 
m cách thực hiện, phương án Ö có ø cách 
thực hiện không trùng với bất kì cách nào 
của phương án 4. Khi đó, công việc có thể 
thực hiện theo ” + ø cách. 

Quy tắc nhân 

Giả sử một công việc được chia thành hai 
công đoạn. Công đoạn thứ nhất có 7 cách 
thực hiện và ứng với mỗi cách đó có ø cách 
thực hiện công đoạn thứ hai. Khi đó, công 
việc có thê thực hiện theo z.n cách. 


Tổ hợp 

Cho tập hợp 4 có ø0 phần tử (ø > 1). 

Mỗi tập con gồm # phần tử (1 < k< n) của 4 
được gọi là một £ổ hợp chập & của ø phần 
tử. Số tổ hợp chập & của ø phần tử được kí 
hiệu là Cƒ. 


Vectơ chỉ phương của đường thắng 

Vectơ # được gọi là vectơ chỉ phương của 
đường thắng A nếu ¡ # Ủ và giá của ¡ song 
song hoặc trùng với A. 

Vectơ pháp tuyến của đường thăng 

Vectơ 7i được gọi là vectơ pháp tuyến của 
đường thắng A nếu 7 #0 và 7 vuông góc 
với vectơ chỉ phương của A. 


Xác suất của biến cố 

Nếu 4 là một biến có liên quan đến phép thử 
thì xác suất của biến có 44 là một số, kí hiệu 
là P(4), được xác định bởi công thức: 


BẢNG TRA CỨU THUẬT NGỮ 


Bất phương trình bậc hai một ẩn 
Biến cố 

Biến có đối 

Biệt thức của tam thức bậc hai 
Chỉnh hợp 

Dấu của tam thức bậc hai 

Elip 

Góc giữa hai đường thăng 


Hệ trục toạ độ 
Hoán vị 


Hypebol 


: 
5 
ữS 
kc 
5 
s 
= 


k¿ 
4 ~ 


Đ‹ 
se 
Bị 
= 
0a 
=+ 
© 
® 
—- 
© 


Nghiệm của bắt phương trình bậc 
hai một ân 

Nghiệm của tam thức bậc hai 
Nhị thức Newton 

Nguyên lí xác suất bé 


Parabol 

Phép thử ngẫu nhiên 

Phương trình chính tắc của elip 
Phương trình chính tắc của hypebol 


Phương trình chính tắc của parabol 


Phương trình đường tròn 


Phương trình tham số của đường thăng 


Phương trình tiếp tuyến của 
đường tròn 

Phương trình tổng quát của 
đường thăng 


lrang 
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Quy tắc cộng 
Quy tắc nhân 


Tam thức bậc hai 

Tiêu cự 

Toạ độ của một điểm 
Toạ độ của một vectơ 
Tổ hợp 

Trục ảo của hypebol 
Trục lớn của elip 

Trục nhỏ của elip 
Trục thực của hypebol 
Trục toạ độ 


Vectơ chỉ phương của đường thăng 
Vectơ pháp tuyến của đường thắng 


Xác suât của biên cô 


46 
46 
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